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CLIx गणित
ज्यािमतीय तर्क -क्षमता मॉड्यूल

“ऐसे िशक्षण समुदायों का िनर्माण करना, जहाँ सभी छात्र और िशक्षक साथ िमलकर गणित िवषय से रू-ब-रू होते हैं और गणित 
की एक संकाय के रूप में साझा समझ िवकसित करते हुए आगे बढ़ते हैं।”

उद्देश्य
 
Clix गणित के मॉड्यूल्स का लक्ष्य तीन अलग-अलग लेिकन परस्पर संबंिधत पहलुओ ंकी जानकारी देना ह।ै

•	 सामग्री: वे ज्यािमतीय अवधारणाएँ और िवचार, िजन्हें छात्रों को पढ़ना ह।ै

•	 प्रमुख गणितीय िवचार: उदाहरण के िलए - गणित में परिभाषाओ ंकी प्रकृित और उद्देश्य क्या होता ह,ै प्रमाण क्या होते हैं, 
उनकी आवश्यकता क्यों पड़ती ह ैऔर िकसी चीज़ को ‘िसद्ध’ या ‘गलत िसद्ध’ करने का क्या अर्थ होता ह ैआदि।

•	 गणितीय प्रिक्रयाएँ: छात्रों से अपेक्षा की जाती ह ैिक वे – तर्क -क्षमता, अनुमान लगाने और उसका परीक्षण करने, गणितीय 
िवचारों पर चर्चा और बहस करने और उनके अपने गणितीय िवचार तैयार करके उन्हें दूसरों के सामने िसद्ध करने या गलत 
िसद्ध करने जैसे कार्यकलापों में सक्रियता से िहस्सा लेंगे।

गणितीय प्रिक्रयाएँ

तार्कि क िवचारण और कारण स्पष्ट करना
- गणितीय िवचारों का संप्रेषण आदि 

सामग्री

- चतुर्भुजों के गुण
- कोणों के योग के गुण

प्रमुख गणितीय िवचार

- परिभाषाओ ंकी आवश्यकता
- साक्ष्य की आवश्यकता

Clix
 गणित 
मॉड्यूल



स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

युिनट का नाम वर्णन डिजिटल संसाधन

ज्यािमतीय तर्क  भाग I
युिनट 1 आकृित की 

अवधारणा
इस युिनट में कुछ ऐसी बुिनयादी अवधारणाओ ं
पर चर्चा की गई ह,ै जो ज्यािमित की समझ 
िवकिसत करने की दृष्िट से अिनवार्य होती 
हैं। इस युिनट में मुख्य रूप से द्िव-आयामी 
आकृितयों की गहन जानकारी दी जाएगी – जो 
युक्िलडीय ज्यािमित के अध्ययन के प्रमुख अंग 
हैं और साथ ही हाई स्कू ल में पढ़ाए जाने वाले 
ज्यािमतीय पाठ्यक्रम का भी बड़ा िहस्सा हैं।

टर्टल लोगो गतिविधि 

युिनट 2 आकृितयों का 
िवश्लेषण और वर्णन 
करना

ज्यािमतीय सोच के वान िहले स्तरों पर 
आधािरत यह युिनट तर्क -क्षमता को अगले स्तर 
पर ले जाती ह।ै इस युिनट में िदए गए पाठों 
का ताना-बाना एक डिजिटल खेल के इर्दि गर्द 
बुना गया ह,ै जो छात्रों को आकृितयों को िसर्फ़  
वस्तु या प्रतीक के रूप में नहीं, बल्कि  उनकी 
िवशेषताओ ंऔर गुणों का िवश्लेषण और उनके 
बार ेमें बात करने के िलए प्रोत्सािहत करता ह।ै

िमशन 1 और 2 - पुिलस 
क्वॉड खेल

युिनट 3 आकृितयों को वर्गीकृत 
और परिभाषित  करना

इस युिनट के पाठ अलग-अलग आकृितयों के 
गुणों पर नज़र डालने के अलावा, छात्रों को 
एक कदम और आगे ले जा कर आकृितयों की 
श्रेिणयों की जानकारी देंगे और साथ ही एक 
साथ सहयोग करके उनकी साझा पिरभाषाएँ 
िवकिसत करने में भी सक्षम बनाएंगे।

िमशन 3 – पुिलस क्वॉड खेल

ज्यािमतीय तर्क  भाग II
युिनट 1 गुण-आधािरत तर्क -

क्षमता
यह एक महत्वपूर्ण चरण हैं, जहाँ छात्र 
संबंधात्मक और िनष्कर्षात्मक ‘यिद-तो’ 
तर्क -क्षमता की दुिनया में कदम रखेंगे। यहाँ 
वैकल्िपक परिभाषाओ ंऔर परिभाषाओ ंकी 
आवश्यकता पर भी चर्चा की गई ह।ै खेल का 
िवस्तार इस युिनट तक ह।ै

िमशन 4 – पुिलस क्वॉड खेल

युिनट 2 साक्ष्य की 
आवश्यकता को 
समझना

अंतिम युिनट में अनुमान लगाने, परीक्षण करने 
और अनौपचारिक तर्क -क्षमता गतिविधियों को 
शामिल किया गया ह।ै छात्रों को तथ्यात्मक 
तर्क -क्षमता के आधार पर एक परिकल्पना 
तैयार करके उसकी पुष्टि करनी होगी और साथ 
ही यह भी समझना होगा कि इन पुष्टियों को 
‘साक्ष्य’ क्यों नहीं माना जा सकता। उन्हें इसकी 
जानकारी मिलती ह ैकि तथ्यात्मक तर्क -क्षमता 
गणित को समझने का एक महत्वपूर्ण तरीका ह,ै 
इसमें त्रुटि हो सकती ह ैऔर इसीलिए तर्क संगत 
साक्ष्यों की ज़रूरत होती ह।ै

जियोजेब्रा गतिविधि



ज्यािमतीय तर्क  
भाग I 
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इकाई 1– आकृित की अवधारणा

अवलोकन

यह इकाई पूरी करने के बाद, छात्र आकृित को परिवर्तन और परिवर्तन नहीं (उदाहरण के िलए, अभिविन्यास में परिवर्तन) वाले 
कारकों का अन्वेषण करके ‘आकृित’ की सशक्त समझ िवकसित कर सकें गे और साथ ही इसका कारण समझ सकें गे। इस इकाई 
की मदद से छात्र इस अवधारणा को आत्मसात कर सकें गे िक गणित में ‘आकृित’ गुणों के एक िनश्िचत समूह द्वारा परिभािषत की 
जाती ह,ै न िक उसके रूप को देखकर।

इसके िलए, छात्रों को दो गतिविधियाँ पूरी करनी होगी और उसके बाद पूरी कक्षा में इस पर परिचर्चा की जाएगी। पहली गतिविधि 
में, वे मािचस की तीिलयों के साथ आकृितयाँ बनाएँगे और आकृितयों पर विभिन्न िक्रयाओ ंके प्रभाव की पड़ताल करेंगे। दूसरी 
गतिविधि में, वे कंप्यूटर लैब में जा कर लोगो टर्टल प्रोग्रािमंग का इस्तेमाल करके वर्ग बनाएँगे और वर्ग की एक कार्यशील परिभाषा 
िवकसित करेंगे। इसके बाद पूरी कक्षा में होने वाली परिचर्चा में, छात्रों को िशक्षक द्वारा आयोजित परिचर्चा में िहस्सा ले कर अपने 
ज्ञान को पुख़्ता करना होगा।

अध्ययन का उद्देश्य

यह इकाई पूरी करने के बाद, छात्र
•	 ‘आकृित’ की समझ िवकसित कर सकें गे और विभिन्न िक्रयाओ,ं जैसे िक गति, घूर्णन, परावर्तन और िवकृितकरण का आकृित 

पर पड़ने वाले प्रभाव को समझ सकें गे
•	  वर्ग और त्रिभुज की पहचान कर सकें गे और उदाहरणों और ग़ैर-उदाहरणों की पहचान स्पष्ट कर सकें गे।
•	  ‘वर्ग’ और ’त्रिभुज’ की कार्यशील परिभाषाएँ िवकसित कर सकें गे

पूर्व अपेि�त गणितीय  �ान 2

•	  आकृित की बुिनयादी समझ
•	  वर्गों और त्रिभुजों की बुिनयादी (दृष्िटगत) पहचान

पूर्व अपेक्षित  आई.सी.टी. �ान

•	  लोगो टर्टल प्रोग्रािमंग की बुिनयादी िक्रयाओ ंकी जानकारी (केव ल सरल कमांड – आगे, दाएँ, बाएँ और क्लीयर स्क्रीन की 
जानकारी होनी चािहए।

पाठ गतिविधि गतिविधि का नाम अवधि 
(अनुशंिसत) माध्यम

पाठ 1.1: आकृित 
क्या होती है

1 मािचस की तीिलयों से बनी 
आकृितयों का अन्वेषण

35 स्वयं करें (स्व-अध्ययन)

2 वर्ग बनाना 35 डिजिटल

3 कक्षा परिचर्चा 20 कक्षा परिचर्चा

मूल्यांकन 1 1.4 मूल्यांकन : इकाई 1 35 वर्कश ीट

पाठ और गतिविधि के आधार पर िवभाजन



2

स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

कक्षा परिचर्चाएँ आयोिजत करने के उपाय

कक्षा परिचर्चा में, आप गतिविधि 1.1 और 1.2 से िमली सीखों को समेिकत करेंगे, तािक छात्र आकृित की अवधारणा को समझने 
के साथ-साथ उन िक्रयाओ ंको भी समझ सकें , जो िकसी आकृित का रूप कायम रखते हैं या उसे बदलते हैं। परिचर्चाओ ंके 
माध्यम से, छात्र वर्ग की एक कार्यशील परिभाषा तैयार करेंगे। आपके द्वारा कक्षा कक्ष में आयोिजत की जा सकने वाली कुछ 
गतिविधियों का उल्लेख नीचे िकया गया ह।ै

एक वर्गाकार कागज़ का उपयोग करके उसे रूपांतरित या 
िवकृत करने का प्रयास करें और इस पर चर्चा करें िक इनमें से 
प्रत्येक मामले में आकृित का रूप बदल जाता ह ैया िफर एक 
वर्ग बना रहता ह।ै

बोर्ड पर एक आयत और एक घूमा हुआ वर्ग बनाकर छात्रों से 
पूछें िक क्या इन आकृितयों को वर्ग कहा जा सकता ह।ै

छात्रों से उनके उत्तर का स्पष्टीकरण देने या कारण बताने को 
कहें।

उनसे पूछें िक िकस प्रकार के रूपांतरण आकृित के गुणों को बदलते हैं (जैसे खींचना, िवकृत करना आदि) और कौन-से रूपांतरण 
उसके गुणों को नहीं बदलते (जैसे घूर्णन, परावर्तन, गति)। उन्हें आकृित के इन रूपांतरणों को समझकर ख़ुद को यह िवश्वास िदलाने 
का मौक़ा दें िक उनमें से कौन-से रूपांतरण गुणों को कायम रखते हैं और कौन-से नहीं। उनकी यह समझने में सहायता करें िक 
आकृितयाँ उनके गुणों द्वारा परिभािषत होती हैं और जब तक िक उनके गुणों में कोई परिवर्तन नहीं होता, तब तक आकृित में भी 
कोई परिवर्तन नहीं होता।

छात्रों से गुणों के आधार पर अपने शब्दों में वर्ग का वर्णन करने के िलए कहें और एक परिभाषा िवकसित करने में उनकी सहायता 
करेंगे। यही अभ्यास त्रिभुजों के िलए भी िकया जा सकता ह।ै

स्मरणीय तथ्य

लोगो टर्टल गतिविधि का उपयोग बाहर भी िकया जा सकता ह,ै जहाँ कुछ छात्र आदेश देंगे और अन्य छात्र आदेशों का पालन करेंगे 
(ठीक कंप्यूटर पर टर्टल की तरह) और अपनी राह बनाएँगे।

हो सकता ह ैकुछ छात्र अभी भी आकृितयों को उनके रगंरूप के आधार पर वर्णन कर रह ेहों। ऐसे मामलों में इस बात कर ज़ोर दें 
िक आकृित का रूपांतरण होने पर गुणों का क्या होता ह।ै छात्रों के मन में यह भ्रांित हो सकती ह ैिक जब वर्ग को घुमाया जाता ह,ै 
तो वह वर्ग नहीं रह जाता। छात्रों की यह समझने में मदद करें िक आकृित अपने रगंरूप से नहीं, बल्कि  गुणों से परिभािषत होती ह।ै 
इस तथ्य को सािबत करने के िलए आप वास्तविक जीवन के कुछ उदाहरण दे सकते हैं।
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
क्या छात्रों ने परिचर्चा में 
िहस्सा िलया? कुछ उदाहरण 
दें

क्या कुछ ऐसे छात्र भी हैं, 
िजन्हें आकृित की अवधारणा 
समझ में नहीं आई ह?ै 
आपको ऐसा क्यों लगता ह?ै

क्या आप छात्रों द्वारा की गई 
कुछ ज्यािमतीय त्रुिटयों की 
पहचान कर सके? क्या आप 
छात्रों को उनका समाधान 
सुझा सके और कैसे? कम-
से-कम एक का वर्णन करें।

परिचर्चा के दौरान वर्ग की 
क्या कार्यशील परिभाषाएँ 
िवकसित की गईं? कम-से-
कम 3 को नोट करें।

मनन
क्या छात्र समझ सके िक 
िकस चीज़ पर चर्चा की जा 
रही ह?ै आप दावे के साथ 
ऐसा कैसे कह सकते हैं?

कौन-सी समस्याएँ आईं? 
आपने उन्हें सुलझाने के िलए 
क्या िकया?

क्या परिचर्चा में सभी छात्रों 
ने िहस्सा िलया? परिचर्चाओ ं
में सभी छात्रों को शािमल 
करने के िलए आपने क्या 
िकया?

क्या आप कक्षा में पढ़ाने के 
दौरान हुईं कुछ रोचक बातें 
बताना चाहेंगे?

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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इकाई 2: आकृितयों का िवश्लेषण और वर्णन

अवलोकन

यह इकाई पूरी करने के बाद, छात्र दृष्िटगत स्वरूप के बजाय गुणों के आधार पर आकृितयों का िवश्लेषण और वर्णन कर सकें गे। 
वे आकृितयों के बार ेमें बातें करते समय उिचत गणितीय  शब्दों और शब्दावली को समझकर उनका उपयोग करने लगेंगे। यह इकाई 
छात्रों में िनगमनात्मक तर्क  शक्ित की आरिंभक अवधारणा िवकिसत करने में भी सहायता करगेी।

इस इकाई के अिधकांश पाठ एक खेल पिरवेश पर आधािरत हैं। इस इकाई की शुरुआत, एक संक्िषप्त स्वयं करें गतिविधि  
और कुछ उपयोगी शब्दों और गुणों के सारांश से होती ह।ै इसके बाद, छात्र 3-4 सत्रों तक पुिलस क्वॉड खेल के पहले दो िमशन 
खेलेंगे और उन सत्रों के बीच-बीच में पूरी कक्षा के िलए परिचर्चाये  आयोिजत की जाएँगी। पहले िमशन से छात्रों को आकृितयों के 
महत्वपूर्ण गुणों का िवश्लेषण करने और उन्हें समझने में मदद िमलेगी, जबिक दूसर ेिमशन से उन्हें यह पता चलेगा िक वे इन गुणों 
का खेल की रणनीित बनाने में कैसे इस्तेमाल कर सकते हैं।

अध्ययन के उद्देश्य

यह इकाई पूरी करने के बाद, छात्र
•	 आकृितयों पर िवश्लेषणात्मक ढंग से दृष्िट डाल सकें गे, यानी वे उन्हें ‘िदखावट’ के आधार पर नहीं, बल्कि  उनका िनर्माण 

करने वाले िहस्सों और गुणों के आधार पर देखेंगे – और इसी क्रम में, द्िवआयामी आकृितयों के बार ेमें िवचार करने के िनचले 
(यानी कम जिटल) स्तर से ऊँचे (यानी अिधक जिटल) स्तर पर जाएँगे।

•	 आकृितयों की िवशेषताओ ंऔर गुणों से संबंिधत कुछ महत्वपूर्ण शब्दों और अवधारणाओ ंको समझेंगे (भुजाओ ंऔर कोणों 
का अर्थ, अलग-अलग प्रकार के कोण, समानांतर रखेाओ ंकी अवधारणा आदि ) और उनका ज़रूरत के अनुसार उिचत और 
सटीक ढंग से इस्तेमाल करेंगे।

•	 िनगमनात्मक तर्क  शक्ित का आरिंभक ज्ञान अर्िजत करेंगे – िजसमें तथ्यों के आधार पर िकसी िनश्िचत नतीजे पर पहुँचने 
का िवचार भी शािमल होगा।

पूर्व अपेक्षित  गणितीय  �ान1

•	 आकृित की अवधारणा तथा इस िवचार की समझ िक िकसी आकृित के गुण होते हैं।
•	 द्िवआयामी आकृितयों के कुछ बुिनयादी गुणों की समझ। उदाहरण के िलए:
   o   सीधी और वक्र रखेा/भुजा के बीच अंतर करने का �ान
   o   िकसी आकृित की भुजाओ ंऔर शीर्षों की संख्या ज्ञात करने और उन्हें पहचानने का �ान
   o   ’कोण’ के अर्थ का �ान
   o   सम, न्यून, अिधक और बृहत् कोणों की समझ और उन्हें पहचानने का �ान
   o   समानांतर रखेाओ ंकी अवधारणा की समझ और िकसी आकृित की समानांतर भुजाओ ंके युग्मों की पहचान करने का �ान

पूर्व अपेक्षित  आई.सी.टी. ज्ञान

•	 ड्रैग, ड्रॉप और इंटरफ़े स का इस्तेमाल करने से जुड़ी कार्यि विधयों की जानकारी

पाठ गतिविधि गतिविधि  का नाम अनुशंिसत अविध (िमनट) माध्यम

पाठ 2.1: आकृितयों का 
िवश्लेषण

1 आकृितयों की छँटाई 35 स्वयं करें

2 पुिलस क्वॉड – िमशन 1 70 डिजिटल

3 कक्षा पिरचर्चा 40 कक्षा पिरचर्चा

पाठ 2.2: आकृितयों 
का वर्णन 

1 पुिलस क्वॉड – िमशन 2 70 डिजिटल

2 कक्षा पिरचर्चा 20 कक्षा पिरचर्चा

मूल्यांकन 2 2.6 मूल्यांकन: इकाई 2 35 वर्कश ीट
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कक्षा परिचर्चाये आयोिजत करने के उपाय

कक्षा पिरचर्चा में, आप
•	 छात्रों को खेल से िमली सीखों का सार बताएँगे
•	 खेल के अगले सत्र के िलए अिधक प्रभावशाली रणनीितयाँ िवकिसत 
करने में उनकी सहायता करेंगे

छात्रों के मन में बैठी वैकल्िपक अवधारणाओ ंको समझा और उनका 
समाधान किया जा सकता ह।ै
•	 पिरचर्चा से पहले छात्रों द्वारा िकए गए कार्यों को देखकर आप छात्रों की 
िवचारधारा को समझ सकते हैं और पिरचर्चा को आगे बढ़ाने के संबंध में 
मार्गदर्शन प्राप्त कर सकते हैं।

आकृितयों का उनके गुणों के आधार पर वर्णन करने में छात्रों की मदद के 
िलए नीचे कुछ कार्यों का सुझाव िदया गया ह।ै आप छात्रों को ये कार्य 
समूहों में पूरा करने और सामूिहक चर्चाओ ंमें िहस्सा लेने के िलए प्रोत्सािहत 
कर सकते हैं।

आप बोर्ड पर नीचे दी गई आकृितयाँ बनाकर 
उन्हें इन आकृितयों का वर्णन करने के िलए कह 
सकते हैं।

छात्रों को आकृितयों और उनके गुणों के बार ेमें बात करने के और अवसर 
देने के िलए, छात्रों से आकृितयों के बीच समानताओ ंऔर िवषमताओ ंकी 
पहचान करने को कहें। 
•	 िनम्निलिखत आकृितयाँ (तथा कुछ और युग्म) बनाएँ और छात्रों से प्रत्येक 

युग्म के बीच समानताएँ और िवषमताएँ ढँूढ़ने के िलए कहें।
•	 यह अभ्यास करते समय, कृपया छात्रों से हर संभािवत िवशेषता पर गौर 

करने के िलए कहें।

िनम्निलिखत कार्य आकृितयों के बार ेमें अिधक चर्चा करने तथा आकृितयों 
के गुणों के आधार पर वर्गीकरण की अवधारणा को समझने में उपयोगी 
सािबत हो सकता ह:ै
•	 बोर्ड पर आकृितयों का एक समूह बनाएँ। दाईं ओर उदाहरण स्वरूप दी 

गई आकृितयों को देखें 
•	 छात्रों से विभिन्न मानदंडों के आधार पर इन आकृितयों को वर्गीकृत करने 

के िलए कहें (उन्होंने यह गतिविधि  अपनी कार्यपुस्ितका में की ह)ै। इन 
मानदंडों के कुछ उदाहरणों में ‘ऐसी आकृितयाँ जिनकी भुजाएँ वक्र होती 
हैं और वे आकृितयाँ िजनकी वक्र भुजाएँ नहीं होतीं’ या ‘ऐसी आकृितयाँ, 
िजनमें कम-से-कम एक समकोण होता ह ैऔर वे आकृितयाँ जिनमें एक 
भी समकोण नहीं होता’ आदि  शािमल हैं।

•	 आप इस अभ्यास के िलए आकृितयों का कोई दूसरा समूह भी चुन सकते 
हैं।

पूरी कक्षा के छात्रों के साथ मापदंडों पर चर्चा करें। कुछ प्रश्न िजन पर चर्चा 
की जा सकती ह,ै इस प्रकार हैं:
•	 आपके द्वारा गिठत समूह के सभी सदस्यों द्वारा कौन-कौन से गुण साझा 

िकए गए हैं?
•	 क्या आप उन आकितयों के समूह के िलए कोई नाम सोच सकते हैं, िजन्हें 

आपने वर्गीकरण द्वारा तैयार िकया ह?ै
•	 कम-से-कम’, ‘िबल्कु ल’ आदि  पिरमाण वाचक शब्दों को समझने के 

िलए, इस पर चर्चा करें िक िकन आिकृतयों में कम-से-कम एक समकोण 
ह,ै बराबर लंबाई वाली भुजाओ ंका कम-से-कम एक युग्म ह ैऔर इसी 
तरह की अन्य चर्चाएँ करें। न्यून, अिधक, सम और बृहत् कोण जैसे शब्दों 
को परिभाषित  करने में छात्रों की सहायता करें।

अध्याय 2.1 : आकृितयों का िवश्लेषण
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स्मरणीय तथ्य

•	 छात्रों को इन गुणों पर चर्चा करने का अवसर दें और आकितयों को इन गुणों के आधार पर छाँटें।
•	 छात्रों के मन में कुछ वैकल्िपक धारणाएँ हो सकती हैं, जैसे िक त्िरभुज हमेशा ‘सीधा होता ह’ै या समकोण की एक भुजा 

का क्षैितज होना और दूसरी का लंबवत होना अिनवार्य ह ैआदि ।
•	 इन धारणाओ ंको चुनौती देने वाली उिचत आकृितयाँ बनाकर इनका समाधान करें। उदाहरण के िलए, अपनी आकृितयाँ 

बनाते समय आप एक बहुत छोटी भुजा वाला त्िरभुज शािमल कर सकते हैं, या िफर एक घूमा हुआ समकोणीय त्िरभुज 
बना सकते हैं।

छात्रों का प्रेक्षण
छात्रों ने कक्षा में खेल की िकस 
प्रकार चर्चा की? कुछ उदाहरण दें

छँटाई की गतिविधि  के दौरान छात्रों 
ने िकन अलग-अलग मापदंडों का 
उल्लेख िकया? कम-से-कम 4 नोट 
करें।

छात्रों को कौन-कौन से गुण समझ 
में आए। कम-से-कम 3 िलखें।

आपको कौन-कौन सी आम 
गलितयाँ नज़र आईँ? आपने उनका 
समाधान कैसे किया?

मेर ेनोट्स

आत्मचिंतन 

सामूिहक गतिविधि  में, क्या छात्रों 
ने उन्हें िदए गए कार्य पर चर्चा की? 
कुछ परिचर्चाये  िलखें।

क्या आपके िलए सामूिहक 
गतिविधि  आयोिजत करना आसान 
था? आपके सामने आई कुछ 
चुनौितयों के बार ेमें िलखें।

आपने छात्रों के खेल खेलने के 
अनुभव का कक्षा कक्ष में हुई 
पिरचर्चा में कैसे उपयोग िकया?
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कक्षा कक्ष परिचर्चाये आयोिजत करने के उपाय

आप छात्रों से िनम्न प्रश्न पूछकर उन्हें अपनी खेल रणनीितयों का वर्णन 
करने के िलए कह सकते हैं:

•	 उन्होंने प्रासंिगक प्रश्न कैसे िनर्धािरत िकए
•	 कंप्यूटर से िमले जवाबों के आधार पर वे आकृितयों को कैसे बाहर 

िनकालते गए।
•	 कंप्यूटर से उन्हें - ‘मुझे समझ नहीं आ रहा ह!ै’ जवाब क्यों िमल 

रहा था। ऐसे प्रश्नों में गणितीय त्रुिट की पहचान करने में उनकी 
सहायता करें।

प्रश्न तैयार करने के िलए शुद्ध और सटीक भाषा चुनने में उनकी 
सहायता करें और उन रणनीितयों पर चर्चा करें, िजसकी सहायता से वे 
प्रश्नों की न्यूनतम संख्या का उपयोग करके अपराधी की पहचान कर 
सकें गे।

छात्रों को उन विभन्न रणनीितयों के बार ेमें बात करने के िलए प्रोत्सािहत 
करें, िजसका उपयोग उन्होंने खेल खेलने के दौरान िकया था और िफर 
इनमें से प्रत्येक के फ़ायदे और नुकसान पर चर्चा करें

संकेत: प्रश्नों की न्यूनतम संख्या का उपयोग करके 
अपराधी की पहचान करने के िलए, छात्रों को एक 
ऐसा प्रश्न पूछना चािहए, जो आकृितयों के समूह को 
मोटे तौर पर दो बराबर समूहों में बाँटता हो – यानी 
एक समूह ऐसी आकृितयों का िजनमें उल्िलिखत 
गुण हैं और दूसरा समूह उन आकृितयों का िजनमें 
उलि्लिखत गुण नहीं हैं। इसके आगे के प्रश्न भी इसी 
िसद्धांत पर आधािरत होंगे।

ध्यान दें िक अब वे आकृितयों के समूह/वर्ग के गुणों 
पर गौर कर रह ेहैं – जब भी कोई प्रश्न पूछा जाता 
ह ैऔर उसका उत्तर हाँ या नहीं में िदया जाता ह,ै तो 
आकृितयों का एक समूह/वर्ग बाहर िनकाल िदया 
जाता ह ैऔर दूसरा वर्ग रह जाता ह।ै कक्षा कक्ष में 
होने वाली इस पिरचर्चा में छात्र खेल खेलने के संबंध 
में अपना-अपना अनुभव साझा करेंगे।

कक्षा में िमशन 2 खेलने के िलए बोर्ड पर आकृितयों का एक समूह 
बनाएँ। िकसी एक आकृित को अपराधी मानकर छात्रों से कहें िक वे 
आपसे ऐसे प्रश्न पूछें, िजनकी सहायता से आप अपराधी की पहचान 
कर सकें । ‘हाँ/नहीं/मुझे समझ में नहीं आया’ के रूप में उत्तर दें और 
छात्रों को उस अपराधी की पहचान करने दें, िजसके बार ेमें आपने सोचा 
था। आपके िलए आकृितयों का एक समूह नीचे बनाया गया ह।ै

•	 अन्य आकृितयों का उपयोग करके आपको प्रासंिगक लगने वाले 
शब्दों, जैसे समकोण, समानांतर रखेाओ,ं बृहत् कोण, आसन्न 
भुजाओ ंआदि  पर चर्चा करें।

•	 छात्रों से पूछें िक ‘कम-से-कम’  शब्द का क्या अर्थ ह।ै साथ ही, 
‘कम-से-कम’, ‘इससे अिधक’, ‘इससे कम’ आदि  गुणवाचक शब्दों 
की प्रासंिगकता और महत्व पर चर्चा करें।

•	 ‘हाँ’ जवाब वाले प्रश्नों तथा ‘नहीं’ जवाब वाले प्रश्नों पर चर्चा करें। 
उस िनर्णय की व्याख्या करें, िजसे वे कंप्यूटर से ‘नहीं’ जवाब िमलने 
पर देखते हैं। ख़ासतौर पर ‘क्या इसमें कम-से-कम एक समकोण 
ह?ै’ – यिद कंप्यूटर का जवाब ‘हाँ’ होता, तब वे क्या करते? 
िकन आकृितयों को बाहर िनकाला जा सकता ह?ै कंप्यूटर का 
जवाब ‘नहीं’ होने पर उनकी क्या प्रितिक्रया होती? अभी कौन-सी 
आकृितयाँ बाहर िनकाली जाएँगी? जैसे प्रश्नों पर चर्चा करें।

चर्चा के िलए बोर्ड पर बनाई जाने वाली आकृितयों 
के समूह का एक उदाहरण

स्मरणीय तथ्य

•	 छात्रों के मन में एक गलत धारणा हो सकती ह ैिक समानांतर रखेाओ ंकी लंबाई बराबर होनी चािहए। इसका समाधान 
करने के िलए, दो अलग-अलग लंबाइयों वाली समानांतर भुजाएँ बनाएँ और उनसे पूछें िक क्या वे समानांतर हैं? साथ ही, 
अलग-अलग अिभिवन्यास में समानांतर रखेाएँ बनाएँ। इसी तरह की अन्य गलत धारणाओ ंकी पहचान करें और उनका 
समाधान करें।

•	 छात्रों को अलग-अलग आकृितयों के गुणों के बजाय आकृितयों के समूह के साझा गुणों पर नज़र डालने के िलए प्रोत्सािहत 
करें। उनकी यह देखने में मदद करें िक आकृितयों के समूहों की पहचान उस समूह के सभी सदस्यों के उभयिनष्ठ गुणों से 
की जाती ह।ै

अध्याय 2.2 : आकृितयों का वर्णन 
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
छात्रों द्वारा खेल खेलने 
के दौरान इस्तेमाल की 
गई कुछ रणनीितयों का 
उल्लेख करें, िजसे उन्होंने 
कक्षा कक्ष में साझा िकया 
था।

छात्रों ने इस खेल से कौन-
सी नई अवधारणाओ ंको 
सीखा?

क्या उन्हें अंदाज़ लगाने 
और सोच-समझकर 
रणनीित बनाने के बीच 
फ़र्क  समझ में आया? 
कारण बताएँ।

यह खेल खेलते समय 
छात्रों के सामने आई कुछ 
किठनाइयों का उल्लेख 
करें।

आत्मचिंतन 
आपको क्यों लगता ह ै
िक खेल का िमशन 2 
खेलने और कक्षा कक्ष में 
आयोिजत की जाने वाली 
पिरचर्चा में भाग लेने के 
बाद छात्रों में िनगमनात्मक 
िचंतन की योग्यता 
िवकिसत होगी?

िनगमनात्मक तर्क  शक्ित 
के इस कौशल से छात्रों 
को ज्यािमित को और भी 
अच्छी तरह समझने में 
कैसे सहायता िमलेगी?

क्या आपको लगता ह ै
िक छात्र उनकी अपनी 
गलितयों से सीख रह ेहैं? 
उदाहरण दें।

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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इकाई 3 – आकृितयों को परिभाषित  और वर्गीकृत करना

अवलोकन

इस युिनट में, छात्र अलग-अलग आकृितयों और उनके गुणों के वर्णन के पर ेजा कर आकृितयों के िकसी समूह के सामान्य गुणों 
पर गौर करना सीखेंगे। इस तरह उनमें आकृितयों को परिभाषित  और वर्गीकृत करने की योग्यता िवकिसत होगी। वे संक्िषप्त 
और सटीक परिभाषाओ ंकी आवश्यकता को भी समझ सकें गे।

इसके िलए, छात्रों को गतिविधि यों की एक श्रंखला पूरी करनी होगी। पहली गतिविधि  में वे एक खेल खेलेंगे, िजसमें उन्हें 
आकृितयों के एक समूह के आम गुण (गुणों) तथा उदाहरणों तथा गैर-उदाहरणों के समूहों की पहचान करनी होगी। दूसरी 
गतिविधि  में, कक्षा को सुकराती संभाषण की पद्धित का पालन करते हुए चतुर्भुज की एक साझा पिरभाषा िवकिसत करनी होगी 
और साथ ही गणित में संक्िषप्त परिभाषाओ ंकी आवश्यकता को समझना होगा। िफर वे विशिष्ट  चतुर्भुजों, जैसे िक समांतर 
चतुर्भुज, आयत, वर्ग और समचतुर्भुज को समझकर उनकी कार्यशील पिरभाषाएँ िवकिसत करेंगे। इसके बाद दो और गतिविधि 
याँ आयोिजत की जाएँगी, िजसमें वे टर्टल ब्लॉक्स का इस्तेमाल करके तथा डॉट पेपर पर विशिष्ट  चतुर्भुज बनाएँगे। इसके 
अलावा वे उन्हें बनाने के िलए इस्तेमाल िकए गए िवचारों के सहार ेविशिष्ट  चतुर्भुजों की कार्यशील पिरभाषाएँ तैयार करेंगे। इस 
युिनट की अंितम गतिविधि  में, छात्रों को विशिष्ट  चतुर्भुजों के इन समूहों में से प्रत्येक के िलए गुण सूिचयाँ तैयार करनी होंगी। 
इन गतिविधि यों के बीच-बीच में पूरी कक्षा के साथ कक्षा परिचर्चाये  आयोिजत की जाएँगी, जहाँ िशक्षक छात्रों का ध्यान मुख्य 
िबंदुओ ंकी ओर आकर्िषत करेंगे।

अध्ययन के उद्देश्य
यह युिनट पूरी करने के बाद, छात्र
•	 आकृितयों को उनके आम गुणों के आधार पर वर्गीकृत कर सकें गे
•	 यह समझ सकें गे िक ‘आकृितयों का वर्ग’ आम गुणों के एक समूह द्वारा परिभाषित  होता है
•	 िकसी आकृित के समूह के साझा आम गुणों की तलाश कर सकें गे और उनकी पहचान कर सकें गे और िफर उन गुणों का 

इस्तेमाल करके आकृितयों के वर्ग की पिरभाषाएँ तैयार कर सकें गे
•	 चतुर्भुज, समांतर चतुर्भुज, समचतुर्भुज, आयत और वर्ग की साझा (कार्यशील) पिरभाषाएँ िवकिसत कर सकें गे और प्रत्येक के 

उदाहरण और गैर-उदाहरण दे सकें गे।
•	 संक्िषप्त परिभाषाओ ंकी आवश्यकता को समझ सकें गे

पूर्व अपेक्षित  गणितीय  �ान
•	 आकृितयों के गुणों का बुिनयादी ज्ञान, जैसे ‘सभी भुजाएँ बराबर हैं’ और ‘इसमें एक समकोण ह’ै आदि .
•	 आकृित का उसके गुणों के आधार पर वर्णन करने की योग्यता

पूर्व अपेक्षित  आई.सी.टी. �ान

•	 लोगो टर्टल प्रोग्रािमंग की बुिनयादी िक्रयाओ ंका �ान (केव ल सरल कमांड – जैसे िक आगे, दाएँ, बाएँ और क्लीयर स्क्रीन)
•	 ड्रैग, ड्रॉप तथा इंटरफ़े स का इस्तेमाल करने की कार्यि विधयों का �ान
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पाठ और गतिवििध के आधार पर िवभाजन

पाठ गतिवििध गतिवििध का नाम अनुशंिसत अवधि (मिनट) माध्यम

पाठ 3.1: आकृितयों का 
वर्गीकरण

1 पुिलस क्वॉड िमशन - 3 35 डिजटल

2 आकृितयों को वर्गीकृत और 
परिभािषत करना - कक्षा 
परिचर्चा

20 कक्षा परिचर्चा

पाठ 3.2: आकृितयों 
को परिभािषत करना

1 चतुर्भुज क्या होता ह?ै 45 स्वयं करें

पाठ 3.3:
विशिष्ट  चतुर्भुजों को 
परिभािषत करना

1 आयत बनाना 30 डिजटल

2 विशिष्ट  चतुर्भुजों का अन्वेषण 
करना

30 स्वयं करें

3 विशिष्ट  चतुर्भुजों को 
परिभािषत करना

30 कक्षा परिचर्चा

पाठ 3.4: विशिष्ट  
चतुर्भुजों की परिभाषा

1 गुण सूचियाँ बनाना 45 स्वयं करें

मूल्यांकन 3 3.8 मूल्यांकन – युिनट 3 35 वर्कश ीट

कक्षा परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

इस गतिविधि का उद्देश्य खेल से िमले �ान को पुख़्ता करना और छात्रों से उन गुणों की तलाश करने का अधिक अभ्यास 
करवाना ह,ै जो आकृितयों के िकसी समूह के िलए एक समान होते हैं और जो उन्हें आकृितयों के िकसी दूसर ेसमूह से अलग 
बनाते हैं। छात्र िकसी आकृितयों के समूह के इन साझा गुणों को समझकर आकृित के समूहों की परिभाषा तैयार करेंगे।
इस कक्षा में, आप इस तरह के प्रश्नों पर चर्चा कर सकते हैं:
•   िकसी आकृित को कौन परिभाषित  करता ह?ै
•   आकृितयों का समूह क्या होता ह?ै हम कैसे तय करते हैं िक कोई आकृित िकसी ख़ास समूह से संबंिधत होगी या नहीं?

आप कक्षा में एक लघु गतिविधि भी पूरी कर सकते हैं: बोर्ड पर आकृितयों के दो समूह बनाएँ। छात्रों से िकसी एक समूह के 
सभी सदस्यों के ऐसे आम गुण की पहचान करने के िलए कहें, जो दूसर ेसमूह के िकसी भी सदस्य में नहीं ह।ै कृपया छात्रों का 
ध्यान आकृितयों के समूह के आम गुणों की ओर ले जाएँ।
आप बोर्ड पर आकृितयों का एक दूसरा समूह बनाकर भी छात्रों से उनके सभी आम गुणों की पहचान करने के िलए कह सकते 
हैं। छात्रों से एक कदम आगे बढ़कर आकृितयों के समूह का एक नाम सुझाने के िलए कहा जा सकता ह।ै कुछ अन्य आकृितयाँ 
बनाएँ और छात्रों से पूछें िक वे उस वर्ग का िहस्सा हैं या नहीं।

छात्रों को कुछ ख़ास गुणों वाली उनकी अपनी आकृितयाँ बनाने के िलए कहें, जैसे ‘एक ऐसी आकृित, िजसमें कम-से-कम एक 
समकोण हो’ या ‘एक ऐसी आकृित, जिसमें समानांतर भुजाओ ंका एक युग्म हो’ आदि । ध्यान दें िक उनके द्वारा बनाई जाने 
वाली सभी आकृितयों में वह गुण मौजूद हो। इस पर ध्यान दें िक एक िनश्िचत गुण को स्िथर रखते हुए वे अपनी आकृितयों 
के समूह में क्या-क्या बदलाव लाते हैं।

अध्याय 3.1: आकृितयों का वर्गीकरण 
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स्मरणीय तथ्य

छात्रों की यह समझने में मदद करें िक:
आकृित समूह उनके आम गुणों द्वारा परिभाषित  िकए जाते हैं। 
िकसी ख़ास वर्ग से संबंिधत सभी आकृितयों के कुछ गुण समान होते हैं।
िजन आकृितयों में वह गुण नहीं होता, वे उस समूह से संबंिधत नहीं होते। उदाहरण के िलए, ऐसी सभी आकृितयाँ, 1) जो चारों 
तरफ़ से बंद हैं और 4 सीधी भुजाओ ंसे िमलकर बनी हैं 2) िजनकी सभी भुजाएँ बराबर हैं 3) िजनके सभी कोण समकोण हैं 
और जो वर्ग की श्रेणी में आते हैं। यिद िकसी आकृित में ये गुण नहीं हैं तब वह वर्ग नहीं होता ह.ै

छात्रों का प्रेक्षण
इस कक्षा परिचर्चा में छात्रों ने 
‘आकृितयों के समूह’ का क्या 
अर्थ समझा?

आपको क्यों लगता ह ैिक खेल 
का िमशन 3 खेलने से छात्रों को 
आकृितयों के समूहों को समझने 
में मदद िमलेगी?

क्या छात्र आकृितयों का समूह 
िनर्धािरत करते समय आकृित 
की सभी िवशेषताओ,ं जैसे 
िक समानांतर भुजाओ,ं बराबर 
भुजाओ,ं कोण के गुणों आदि पर 
िवचार कर रह ेथे? आप कैसे कह 
सकते हैं?

क्या आपको लगता ह ैिक छात्रों 
ने आकृितयों पर िवश्लेषणात्मक 
दृष्िट डालनी शुरू कर दी ह?ै

आत्मचिंतन 
आकृितयों के समूहों के िवचार पर 
चर्चा करते समय आपको कौन-
कौन सी चुनौितयों का सामना 
करना पड़ा?

आपको क्यों लगता ह ैिक छात्रों 
की गलतियों का इस्तेमाल कक्षा 
कक्ष में पढ़ाने के साधन के रूप में 
िकया जा सकता ह?ै

मेर ेनोट्स
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कक्षा कक्ष परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

इस कक्षा कक्ष पिरचर्चा में आपको गतिविधि  3.1 और 3.2 से िमली सीखों का औिचत्य समझाकर और उन्हें पुख़्ता करना 
होगा, तािक छात्र को आकृितयों के िवचार को समझ सकें  और चतुर्भुज को एक वर्ग के रूप में समझ सकें ।

यह कक्षा कक्ष पिरचर्चा लायनेल पररेा-मेंडोज़ा, एन.सी.टी.एम. के लेख पर आधािरत ह।ै यह लेख गणित में परिभाषाओ ंकी 
भूिमका की समझ िवकिसत करने के िलए एक गतिविधि  के रूप में िलखा गया था।
संदर्भ: लायनेल पररेा-मेंडोज़ा (1993)। चतुर्भुज क्या होता ह?ै नेशनल काउंिसल ऑफ़ टीचर्स ऑफ़ मैथेमेिटक्स, िद मैथेमेिटक्स 
टीचर, खंड. 6, क्रमांक. 9 (िदसंबर 1993), पृष्ठ 774-776.

छात्रों से पहले अकेले और बाद में समूहों में काम करके उपर्युक्त आकृितयों को ‘चतुर्भुज ह’ै और ‘चतुर्भुज नहीं’ के रूप में वर्गीकृत 
करने के िलए कहें।

चर्चा के दौरान, आप अपनी ख़ुद की आकृितयाँ जोड़ सकते हैं। उनके साथ िनम्निलिखत िबंदुओ ंपर चर्चा करें:
•   उन्होंने कुछ आकृितयों को ‘चतुर्भुज ह’ै, जबिक कुछ को ‘चतुर्भुज नहीं’ के रूप में क्यों वर्गीकृत िकया?
•   छात्रों से उनके उत्तरों का स्पष्टीकरण देने को कहें।
•   छात्रों से चतुर्भुज की पिरभाषा बताने को कहें।
चतुर्भुज की सटीक पिरभाषा िवकिसत करने के िलए, कक्षा कक्ष में एक पिरचर्चा आयोिजत करें। छात्रों द्वारा प्रस्तािवत अशुद्ध 
परिभाषाओ ंको काटने वाले उदाहरण पेश करें। उदाहरण के िलए, जब छात्र चतुर्भुज को एक 4 भुजाओ ंवाली आकृित के रूप में 
परिभाषित  करें, तो आप चार रखेाओ ंसे एक खाली आकृित बनाकर छात्रों से पूछें िक वह उन्हें एक चतुर्भुज लगता ह ैया नहीं।
यिद वे कहते हैं िक चतुर्भुज की चार भुजाएँ होनी चािहए और वह चारों तरफ़ से बंद आकृित होती ह,ै तो एक ऐसी आकृित बनाएँ, 
िजसकी एक भुजा वक्र हो, और इसी तरह की अन्य आकृितयाँ बनाते जाएँ।

अध्याय 3.2: आकृितयों का परिभाषित करना 
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नकी यह देखने में भी सहायता करें िक चतुर्भुज के सभी 4 शीर्ष एक ही समतल पर होते हैं।
सभी चतुर्भुजों के आम गुणों की सूची पर चर्चा करें। आप चाहें तो आप िकसी त्िरभुज आकृितयों के समूह पर भी चर्चा कर सकते 
हैं।
छात्रों से वह वर्कश ीट दोबारा देखने को कहें, िजस पर उन्होंने काम िकया था और उनसे कहें िक क्या वे अपनी पहले दी गई 
प्रितक्िरयाओ ंमें कोई फेरबदल करना चाहते हैं। उनसे अपनी प्रितक्िरया में फेरबदल के कारण बताने को कहें।

स्मरणीय तथ्य

छात्रों से चतुर्भुज की एक सटीक पिरभाषा तैयार करने को कहें। पिरभाषा में िकसी समूह के सभी सदस्य शािमल होने चािहए 
और ऐसे सदस्य नहीं होने चािहए, जो उस समूह से संबंधित न हो। चतुर्भुज की पिरभाषा इस प्रकार होगी:
एक चतुर्भुज -
1) एक चारों तरफ़ से बंद आकृित होती है
2) िजसकी 4 सीधी भुजाएँ होती हैं
3) िजसके सभी शीर्ष एक ही समतल पर होते हैं
आप उनसे प्रश्न पूछ सकते हैं, जैसे िक क्या वर्ग एक चतुर्भुज होता ह?ै कारण बताएँ।
क्या एक समांतर चतुर्भुज एक चतुर्भुज होता ह?ै आदि ।

मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
पहली बार वर्कश ीट पूरी करते समय, छात्रों द्वारा 
कौन-कौन सी गलितयाँ कीं गई हैं? तीन उदाहरण दें।

क्या छात्र को सटीक परिभाषाओ ंका महत्व समझ में 
आया?

छात्रों द्वारा अंत में चतुर्भुज की क्या पिरभाषा िवकिसत 
की?

‘आकृितयों के समूह’ की अवधारणा से छात्रों ने क्या 
समझा?

आत्मचिंतन 
चतुर्भुजों की परिभाषाओ ंपर बातचीत करते समय 
आपको हुए अनुभव का वर्णन करें।

आपके अनुसार उदाहरणों के साथ गैर-उदाहरणों की 
मौजूदगी (वर्कश ीट में) कितनी लाभप्रद थी?

क्या आपको लगता ह ैिक यह खेल कक्षा को बेहतर 
ढंग से आयोिजत करने में सहायता कर रहा ह?ै कैसे?

आपने छात्रों द्वारा िमशन 3 से िमली सीखों को इस 
कक्षा कक्ष पिरचर्चा से कैसे जोड़ा?
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स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

कक्षा कक्ष परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

कक्षा पिरचर्चा में आप विशिष्ट  चतुर्भुजों को परिभाषित  करने और विशिष्ट  चतुर्भुजों के गुणों को समझने में छात्रों की मदद 
करेंगे। वे विशिष्ट  चतुर्भुजों की एक साझा िवकिसत करेंगे।

इन चतुर्भुजों के िलए छात्रों द्वारा बताई गई परिभाषाओ ंसे शुरुआत करते हुए, कक्षा संभाषण के द्वारा इन चतुर्भुजों की साझा 
पिरभाषा तैयार करने की िदशा में काम करें (वैसे ही, जैसा िक चतुर्भुज गतिविधि  के िलए िकया था।)

आप चाहें तो छात्रों द्वारा वर्कश ीट पर िकए गए कार्य देखकर कक्षा कक्ष में िनम्निलिखत कार्य कर सकते हैं। छात्रों से िनम्न 
आकृितयों को ‘समानांतर चतुर्भुज ह’ै या ‘समानांतर चतुर्भुज नहीं’ के रूप में वर्गीकृत करने के िलए कहें:

उनसे समानांतर चतुर्भुज की उनकी अपनी पिरभाषा तैयार करने के िलए कहें। आप इस समूह में कुछ और आकृितयाँ शािमल कर 
सकते हैं, या िफर आपकी अपनी आकृितयाँ बना सकते हैं। िवरोधी उदाहरण दे कर उनकी परिभाषाओ ंको पिरशोिधत करें, जैसा 
िक चतुर्भुजों के उदाहरण में सुझाया गया ह।ै
अन्य विशिष्ट  चतुर्भुजों के िलए आप इससे िमलती-जुलती गतिविधि याँ पूरी कर सकते हैं और छात्रों से आयतों, समचतुर्भुजों 
और वर्गों की उनकी अपनी पिरभाषाएँ तैयार करने के िलए कह सकते हैं।

स्मरणीय तथ्य

विशिष्ट  चतुर्भुजों की सटीक पिरभाषा तैयार करने में छात्रों की मदद करने के िलए विभिन्न प्रकार के उदाहरण दें। कृपया ध्यान 
दें िक छात्र िसर्फ़  चतुर्भुज की बनावट पर िवचार कर रह ेहैं या िफर उसके गुणों पर भी गौर कर रह ेहैं।
आप िनम्न िबंदुओ ंको समझने में छात्रों की मदद करेंगे:
- यह िक पिरभाषाएँ आकृितयों के समूहों के आम गुणों के आधार पर तैयार की जाती हैं।
- यह िक आकृितयों के समूहों की एक साझा समझ िवकिसत करने और आकृित के इन समूहों के बार ेमें तर्क -िवतर्क  करने की 
दृष्िट से पिरभाषाएँ आवश्यक होती हैं।
- हम कक्षा में इस्तेमाल करने के िलए वर्गों, आयतों, समांतर चतुर्भुजों और समचतुर्भुजों की एक साझा (कार्यशील) पिरभाषाएँ 
िवकिसत करेंगे।

अध्याय 3.3: विशिष्ट चतुर्भुजों को परिभािषत करना
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S02 चिंतनशील गणित शिक्षण 

मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
छात्रों को लोगो में आयत 
बनाते समय कौन-कौन सी 
किठनाइयों से जूझना पड़ा। 
कुछ का वर्णन करें।

उल्िलिखत कार्य पूर ेकरने 
के बाद, समांतर चतुर्भुजों 
की अंितम पिरभाषा की 
जानकारी देने से पहले ऐसी 
दो पिरभाषाएँ िलखें, िजन्हें 
छात्रों ने तैयार िकया ह।ै

क्या आयतों और वर्गों को 
ले कर छात्रों के मन में कोई 
गलत अवधारणा थी? यिद 
हाँ तो िकन्हीं दो का उल्लेख 
करें।

क्या समांतर चतुर्भुजों और 
समचतुर्भुजों को ले कर 
छात्रों के मन में कोई गलत 
अवधारणा थी? यिद हाँ, तो 
िकन्हीं दो का उल्लेख करें।

आत्मचिंतन 
विशिष्ट  चतुर्भुजों के संबंध 
में छात्रों के मन में बैठी गलत 
अवधारणा को दूर करने 
में आपको कौन-कौन सी 
किठनाइयों का सामना करना 
पड़ा? आप ने उनका समाधान 
कैसे िकया?

आपके िवचार से छात्रों के 
मन में िकन कारणों से गलत 
अवधारणाएँ थी?

कुछ ऐसे प्रश्नों का उल्लेख 
करें, िजन्हें चर्चा के दौरान 
छात्रों ने आपसे पूछा था और 
आपके िवचार से वे बेहद 
महत्वपूर्ण थे।



16

स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

कक्षा कक्ष परिचर्चाये आयोिजत करने के उपाय

इस गतिविधि  में छात्र अकेले-अकेले (या पूर्वि नर्धािरत छोटे समूहों में) एक डॉट पेपर पर वर्ग, आयत, समांतर चतुर्भुज और 
समचतुर्भुज बनाएँगे।
छात्रों को एक डॉट वाली शीट पर आकृितयाँ बनानी होंगी।

छात्रों से इसकी स्पष्ट व्याख्या करने को कहें िक िदए गए समांतर चतुर्भुज एक-दूसर ेसे क्यों अलग हैं। उनसे एक ऐसा समांतर 
चतुर्भुज बनाने को कहें, जो िदए गए समांतर चतुर्भुजों से अलग हो। उनसे पूछें िक उन्हें क्यों लगता ह ैिक अमुक आकृित एक 
समांतर चतुर्भुज ह।ै वे समांतर चतुर्भुज बनाने के िलए उसके िकन गुणों का उपयोग करते हैं?
साथ ही उनसे भुजा, कोण और िवकर्ण के गुणों के पिरप्रेक्ष्य में समांतर चतुर्भुजों के गुणों पर चर्चा करने के िलए कहें। आप इस 
अभ्यास के क्रम में छात्रों द्वारा बनाई गई अन्य आकृितयों पर भी चर्चा कर सकते हैं।
छात्रों के छोटे-छोटे समूहों के साथ विशिष्ट  चतुर्भुजों, जैसे िक समांतर चतुर्भुजों, समचतुर्भुजों आदि  के आम गुणों पर चर्चा करें।
वर्कश ीट में िदए गए स्थान में छात्रों द्वारा विशिष्ट  चतुर्भुजों के संबंध में सुझाए गए भुजा, कोण और िवकर्ण से संबंिधत गुणों की 
एक सूची बनाकर छात्रों की समझ को पुख़्ता करें।

स्मरणीय तथ्य

छात्रों की िवकर्ण संबंधी गुणों का खोजने करने में मदद करें। कोण और भुजा के गुणों के िवपरीत, यह गुण प्रत्यक्षतः (सीधे) 
नज़र नहीं आता। िवकर्ण एक अितिरक्त िवशेषता ह,ै िजसे हमें आकृित में शािमल करते हैं। छात्रों को उनके द्वारा सुझाए गए 
अलग विशिष्ट  चतुर्भुजों के गुणों की सूची की तुलना करने के िलए प्रोत्सािहत करें।

अध्याय 3.4: विशिष्ट  चतुर्भुजों की परिभाषा
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
विभिन्न समांतर चतुर्भुजों के 
मामले में छात्रों द्वारा सुझाई 
गई कुछ समानताओ ंऔर 
असमानताओ ंका वर्णन 
करें।

कुछ ऐसी चर्चाओ ंका 
उल्लेख करें, जो छात्र 
समूहों में उनके द्वारा 
बनाए गए विभिन्न समांतर 
चतुर्भुजों, आयतों, वर्गों 
और समचतुर्भुजों के बीच 
समानताएँ और असमानताएं 
ढँूढ़ते समय कर रह ेथे।

क्या छात्रों ने िवकर्ण से 
संबंिधत गुणों का आसानी से 
पता लगा िलया?

आत्मचिंतन 
आपको क्यों लगता ह ैिक 
समूहों में काम करने से छात्रों 
को बेहतर ढंग से सीखने 
में मदद िमली? आप इस 
गतिविधि  या अन्य गतिविधि 
यों के संबंध में आपको 
हुए अनुभवों पर िवचार कर 
सकते हैं।

क्या आपको लगता ह ैिक 
छात्र एक-दूसर ेकी गलितयों 
से सीख रह ेथे? कैसे?

कुछ ऐसी चुनौितयों का 
उल्लेख करें, जो यह 
पिरचर्चा आयोिजत करते 
समय आपके सामने आईं।

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै





ज्यािमतीय तर्क  
भाग II 





18

स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

इकाई 1: गुण-आधािरत तर्क -क्षमता

अवलोकन

इस इकाई में दी गई गतिविधि यों के माध्यम से, छात्र धीर-ेधीर ेविशिष्ट  चतुर्भुजों के समूहोंके बीच के जिटल संबंधों को समझने 
लगेंगे – ख़ासतौर से पदानुक्रिमक वर्ग के संबंधों को। वर्ग समावेशन संबंधों की यह समझ इन संबंधों को वेन आरखेों के रूप में 
दर्शाकर पुख़्ता की जाएगी।

यह इकाई छात्रों को वैकल्िपक परिभाषाओ ंके अस्ितत्व और परिभाषाओ ंकी आवश्यकता के संबंध में भी जागरूक बनाती ह ै– 
ख़ासतौर पर साझा परिभाषाओ ंके बार ेमें, िजनका उपयोग िवचारों के बेहतर संप्रेषण के िलए िकया जा सकता ह।ै

िपछली इकाई में छात्रों ने विशिष्ट  चतुर्भुजों की गुण सिूचयाँ बनाई थीं। इस इकाई में, वे इन गुण सूिचयों को इस तरह व्यवस्थित 
करेंगे, िजससे वे आकृितयों के विभिन्न समूहों के बीच मौजूद पदानुक्रिमक संबंधों को देख सकें गे। इसके बाद पुिलस क्वॉड खेल 
(िमशन 4) खेला जाएगा – िजससे उन्हें वर्ग समावेशन का अनौपचािरक ज्ञान प्राप्त करने का अवसर िमलेगा और इसके पश्चात 
इस िवचार से संबंिधत अन्य प्रश्नों, चर्चाओ ंका दौर चलेगा और छात्रों के मन में इस िवचार को पुख़्ता िकया जाएगा। इसके बाद 
छात्र वस्तुओ ंके वर्गों के बीच के संबंध को िचत्रों (वेन आरखेों) के रूप में दर्शाने का तरीका सीखेंगे और इन संबंधों को िचत्र के 
रूप में दर्शाकर वर्ग समावेशन की अपनी समझ को पुख़्ता करेंगे। इस युानट का अंत एक कहानी-आधािरत पाठ से होगा, िजसकी 
सहायता से छात्र समझ सकें गे िक िकसी अवधारणा (या शब्द) को अलग-अलग तरह से परिभाषित  करना और साथ ही साझा 
परिभाषाओ ंकी ज़रूरत को सराहना ज़रूरी ह।ै

अध्ययन के उद्देश्य

यह युिनट पूरी करने के बाद, छात्र
•	 विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच के संबंधों को समझ सकें गे (समांतर चतुर्भुज, समचतुर्भुज, आयत और वर्ग)।
•	 विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच मौजूद वर्ग समावेशन संबंधों को समझकर उनका स्पष्टीकरण दे सकें गे (उदाहरण के िलए, कोई 

आयत अनिवार्यतः एक समांतर चतुर्भुज क्यों होता ह?ै)।
•	 वेन आरखेों के बुनियादी तर्क  को समझकर इस तर्क  का इस्तेमाल आकृितयों को उनके गुणों के आधार पर वर्गीकृत कर 

सकें गे।
•	 विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच मौजूद वर्ग समावेशन संबंधों को िचत्रों के माध्यम से ‘देख’ और समझ सकें गे।
•	 साझा परिभाषाओ ंकी आवश्यकता की सराहना कर सकें गे।

पूर्व अपेक्षित  गणितीय  ज्ञान

•	 आकृितयों के समूहों और उन्हें परिभाषित  करने वाले गुणों का �ान।
•	 समांतर चतुर्भुजों, समचतुर्भुजों, आयतों और वर्गों के गुणों (िवकर्ण के गुणों सिहत) की पहचान और उन्हें सूचीबद्ध करने की 

योग्यता।
•	 आकृित के समूहों के बीच समानताओ ंऔर असमानताओ ंका पता लगाने के िलए उनके गुणों का िवश्लेषण करने की 

योग्यता।

पूर्व अपेक्षित  आई.सी.टी. �ान

•   ड्रैग, ड्रॉप तथा इंटरफ़े स के इस्तेमाल से संबंिधत कार्यि विधयों का �ान
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पाठ गतिविधि गतिविधि  का नाम अनुशंसित अविध (िमनट) माध्यम

पाठ 1.1: विशिष्ट  
चतुर्भुजों के बीच का 
संबंध

1 पुिलस क्वॉड मिशन 4 45 डिजिटल

2 गुणों की सूची बनाना 45 स्वयं करें

3 विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच का 
संबंध

45 स्वयं करें + कक्षा 
पिरचर्चा

पाठ 1.2: संबंधों का 
िनरूपण

1 संबंधों का िनरूपण - 1 45 स्वयं करें + कक्षा 
पिरचर्चा

2 संबंधों का िनरूपण - 2 45 स्वयं करें + कक्षा 
पिरचर्चा

पाठ 1.3: परिभाषाओ ं
पर चर्चा

1 एक समलंब चतुर्भुज क्या होता 
ह?ै

45 डिजिटल

मूल्यांकन 4 4.7 मूल्यांकन – युिनट 4 45 वर्कश ीट

पाठ और गतिविधि  के आधार पर िवभाजन

कक्षा कक्ष परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

इस गतिविधि  का उद्देश्य खेल से िमले �ान को पुख़्ता करना 
तथा वर्ग समावेशन के िवचारों को आत्मसात करना ह।ै

छात्रों से उन रणनीितयों का वर्णन करने के िलए कहें, िजनका 
उपयोग उन्होंने िकया था और साथ ही इस कक्षा पिरचर्चा 
में पदानुक्रिमक वर्गीकरण को समझने में छात्रों की सहायता 
करें।

आप बोर्ड पर िनम्न आकृित बना सकते हैं:

छात्रों से पूछें िक क्या कंप्यूटर ने आयत तैयार करते समय 
ऊपर दी गई आकृित (वर्ग) बनाई थी या नहीं। उनसे पूछें िक 
उन्हें क्या लगता ह ैिक कंप्यूटर सही था या गलत। उन्हें अपनी 
प्रितक्िरयाओ ंका कारण बताने के िलए प्रोत्सािहत करें।

अध्याय 1.1: विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच का संबंध
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विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच के संबंध को समझने में छात्रों की सहायता करें। दो (या अिधक) विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच की 
समानताओ ंऔर िवषमताओ ंपर चर्चा करें।
आप बोर्ड पर िनम्न सूची बना सकते हैं और िफर छात्रों की मदद से यह तािलका भर सकते हैं।

गुण वर्ग आयत समांतर चतुर्भुज समचतुर्भुज

1 केव ल 4 रखेा खंडों से िमलकर बनी एक बंद आकृित

2 सम्मुख भुजाओ ंके युग्मों की लंबाई बराबर होती है

3 सम्मुख भुजाओ ंके युग्म समानांतर होते हैं

4 सम्मुख कोण बराबर होते हैं

5 िवकर्ण एक-दूसर ेका प्रितच्छेदन करते हैं

6 सभी कोण समकोण/बराबर होते हैं

7 आसन्न कोण बराबर होते हैं

8 िवकर्णों की लंबाई बराबर होती है

9 सम्मुख भुजाओ ंकी लंबाई बराबर होती है

10 सभी 4 भुजाओ ंकी लंबाई बराबर होती है

11 िवकर्ण एक-दूसर ेके लंबवत होते हैं।

कक्षा कक्ष परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

विशिष्ट  चतुर्भुजों की श्रेिणयों के आम गुणों के साथ-साथ उन गुणों की तरफ़ ध्यान आकर्िषत करें, िजनके िलहाज़ से उनमें 
फ़र्क  होता ह।ै छात्रों से पूछें:
•   आयत के क्या गुण होते हैं?
•   वर्ग के क्या गुण होते हैं?
•   क्या आयत के सभी गुण एक वर्ग में भी होते हैं?
•   क्या िकसी वर्ग को एक आयत कहा जा सकता ह?ै क्यों या क्यों नहीं?
•   क्या िकसी आयत को वर्ग कहा जा सकता ह?ै क्यों या क्यों नहीं?
•   वर्ग में ऐसे कौन से गुण होते हैं, जो आयत में नहीं होते?
विशिष्ट  चतुर्भुजों के अलग-अलग युग्मों के साथ िमलते-जुलते प्रश्न दोहराएँ और छात्रों को गुण सूची के माध्यम से 
पदानुक्रिमक वर्गीकरण के िवचारों से अवगत करवाएँ।

स्मरणीय तथ्य

छात्रों को यह समझने में किठनाई हो सकती ह ैिक कोई आकृित एक ही समय में दो अलग-अलग वर्गों से कैसे संबंिधत हो 
सकती ह।ै उदाहरण के िलए, छात्रों को यह समझने में किठनाई हो सकती ह ैिक एक वर्ग एक आयत भी होता ह।ै 
हो सकता ह ैकुछ छात्र आयत और वर्ग को इस तरह परिभाषित  करें िक आयत की पिरभाषा में वर्ग को आयत की श्रेणी से 
बाहर कर िदया जाए। ऐसा करने के लाभ और हािन पर चर्चा करें।
छात्रों को इसके और उदाहरण दें िक कोई आकृित िकसी एक से अिधक श्रेिणयों से कैसे संबंिधत हो सकती ह।ै आप इस पर 
भी एक चर्चा शुरू कर सकते हैं िक एक समबाहु त्िरभुज एक समद्िवबाहु त्िरभुज भी होता ह,ै या एक षट्भुज एक बहुभुज भी 
होता ह ैया एक चतुर्भुज एक बहुभुज भी होता ह।ै
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
छात्रों ने ‘क्या एक वर्ग 
एक आयत भी होता ह?ै’ 
प्रश्न का पहले-पहल क्या 
उत्तर िदया? कुछ ऐसी 
प्रितक्िरयाओ ंऔर उनके 
संबंध में छात्रों द्वारा बताए 
गए कारणों का उल्लेख 
करें।

ऐसी दो रणनीितयों का 
उल्लेख करें, िजन पर छात्रों 
ने खेल खेलते समय चर्चा 
की।

छात्रों को वर्ग समावेशन के 
िवचार से अवगत करवाते 
समय, आपने कौन-कौन से 
उदाहरणों पर चर्चा की?

आत्मचिंतन 
आपको क्यों लगता ह ै
िक छात्रों को यह िवचार 
स्वीकार करने में किठनाई 
हो सकती ह ैिक एक ही 
आकृित के दो अलग-अलग 
नाम हो सकते हैं? (वर्ग 
समावेशन के िवचार के 
संदर्भ में)

उन चुनौितयों का उल्लेख 
करें, जो यह कक्षा कक्ष 
पिरचर्चा आयोिजत करते 
समय आपके सामने आईं।

आपको क्यों लगता ह ैिक 
वर्ग समावेशन के िवचार से 
पिरिचत होने पर छात्रों को 
और सहायता िमलेगी?
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कक्षा परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

इस गतिविधि  का उद्देश्य वेन आरखेों को समझने में छात्रों की मदद करना ह ैऔर विशिष्ट  चतुर्भुजों को िचत्र के रूप में 
दर्शाकर उनके वर्ग समावेशन के संबंधों के �ान को पुख़्ता करना ह।ै
आप छात्रों से ख़ुद को अलग-अलग प्रकार के समूहों में व्यवस्िथत करने के िलए कह सकते हैं। कुछ सुझाव इस प्रकार हैं:
a.   लड़के और लड़िकयाँ
b.   ऐसे लोग, जो चश्मा पहनते हैं और ऐसे लोग, िजनकी पोशाक में नीला रगं ह,ै
c.    कक्षा 9 के छात्र और कक्षा 9 की छात्राएँ।
वेन आरखेों का उपयोग करके उनके साथ िनरूपणों पर चर्चा करें और
वेन आरखेों का उपयोग करके ब्लैकबोर्ड पर इन संबंधों का िनरूपण करें।
			 
छात्रों की यह समझने में मदद करें िक वे आकृितयों के एक समूह तथा उनके बीच के संबंधों को दर्शाने के िलए वेन आरखेों का 
िकस तरह उपयोग कर सकते हैं। संबंध 3 संभािवत प्रकार के हो सकते हैं
- जहाँ एक समूह की कुछ वस्तुएँ दूसर ेवर्ग की वस्तुओ ंके समान हैं
-  जहाँ एक समूह पूरी तरह दूसर ेसमूह में समािहत है
- जहाँ एक समूह का कोई भी तत्व दूसर ेसमूह में मौजूद नहीं ह।ै

छात्रों से एक समूह में वर्कश ीट में िदए इस तरह के कार्यों पर चर्चा करने के िलए कहें:
1. नीचे दी गई प्रत्येक आकृित से संबंिधत संख्या को िदए गए वेन आरखे के उिचत स्थान में िलखें।

छात्रों को इन 3 प्रकार के संबंधों का पर्याप्त उदाहरणों के साथ पिरचय दें (जैसा िक वर्कश ीट में िदया गया ह)ै, साथ ही उन्हें ऐसे 
वर्गों के उदाहरण भी देने को कहें, जो उक्त तरीके से संबंिधत हैं। जब वे वर्गों के बीच मौजूद अलग-अलग प्रकार के संबंधों और 
उन्हें िनरूिपत करने का तरीका समझ लें, तो विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच के संबंधों को समझने और उन्हें िनरूिपत करने के िवषय 
पर आगे बढ़ जाएँ। वर्कश ीट में िदए गए कार्यों से िमलते-जुलते कार्य सहायक सािबत हो सकते हैं

अध्याय 1.2: संबंधों का िनरूपण

कम से कम एक अधिक कोण कोई अधिक कोण नही 
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कक्षा परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

2 .इनमें से कौन, समांतर चतुर्भुजों और चतुर्भुजों का सही िनरूपण ह ैऔर क्यों? (हो सकता ह ैआप चतुर्भुजों और समांतर 
चतुर्भुजों की पिरभाषा और 	 उनके गुणों का उपयोग करके देखना चाहें िक वे िकस तरह संबंिधत हैं।)

आप छात्रों से उनके उत्तरों का स्पष्टीकरण देने के िलए कह सकते हैं।
छात्रों के साथ चर्चा करें – क्या सभी चतुर्भुज समांतर चतुर्भुज होते हैं? क्या सभी समांतर चतुर्भुज, चतुर्भुज होते हैं, आदि ।
आप अन्य विशिष्ट  चतुर्भुजों के साथ भी इसी तरह के अभ्यास कर सकते हैं।
छात्रों से विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच के संबंधों की व्याख्या करने को कहें। उदाहरण के िलए, एक वर्ग एक आयत भी होता ह,ै वर्ग 
और आयत समांतर चतुर्भुज भी होते हैं आदि । सभी वर्ग समचतुर्भुज होते हैं, कुछ समचतुर्भुज आयत होते हैं, आदि ।
विशिष्ट  चतुर्भुजों के गुणों पर नज़र डालने और िफर उनके आधार पर संबंधों को समझने पर ज़ोर दें।
छात्रों के साथ िनम्न कार्य के बार ेमें चर्चा करें और िकसी आरखे में विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच के संबंधों को िनरूिपत करने वाला 
एक आरखे तैयार करने में उनकी मदद करें:
ऊपर िदए गए कार्यों में चुने गए िनरूपणों का उपयोग करके, एक ही आरखे में चतुर्भुज, समांतर चतुर्भुज, समचतुर्भुज, आयत और 
वर्ग इन सभी को दर्शाएँ। चतुर्भुजों को दर्शाने के िलए एक आयत का इस्तेमाल करें और शेष चतुर्भुजों को दर्शाने के िलए उपयुक्त 
गोलों का उपयोग करें।

स्मरणीय तथ्य

वास्तिवक जीवन के प्रासंिगक उदाहरणों से शुरुआत करते हुए वेन आरखेों को समझने में छात्रों की सहायता करें
•    राज्य और देश
•    कक्षा 9 के छात्र और सम्पूर्ण िवद्यालय
•    ऐसे लोग जिन्हें िक्रकेट पसंद हैं और ऐसे लोग िजन्हें फ़ु टबॉल पसंद ह ैआदि ।
छात्रों को यह समझना होगा िक इन समूहों के बीच विभिन्न प्रकार के संबंध हैं – वे असंबद्ध (ओवरलैप न होने वाले), ओवरलैप 
होने वाले हो सकते हैं या एक समूह के अंदर दूसरा समूह समािहत हो सकता ह।ै उदाहरण दे कर इन संबंधों को वेन आरखेों में 
िनरूिपत करने का तरीका समझने में उनकी मदद करें। इस ज्ञान का उपयोग करके विशिष्ट  चतुर्भुजों के बीच के सम्बन्धों को 
िनरिपूत करने में उनकी सहायता करें।
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छात्रों का प्रेक्षण
क्या छात्र वेन आरखेों के 
िवचार को समझ सके? 
क्या वास्तिवक जीवन 
से जुड़े उदाहरणों का 
उपयोग करने से मदद 
िमली?

छात्रों के विशिष्ट  
चतुर्भुजों के बीच के 
संबंध की व्याख्या कैसे 
की? कोई दो उदाहरण 
दें।

ऐसी कुछ किठनाइयों 
का उल्लेख करें, िजनसे 
कक्षा पिरचर्चा के दौरान 
छात्रों को जुझना पड़ा।

आपके िवचार से छात्रों 
को विशिष्ट  चतुर्भुजों 
के बीच के संबंधों को 
समझने में क्यों किठनाई 
आ रही थी? इसके क्या 
कारण हो सकते हैं?

क्या आपको लगता 
ह ैिक हमने छात्रों की 
मदद से जो गतिविधि 
याँ आयोिजत की थीं, 
वे उनकी तर्क -क्षमता 
को िवकिसत करने में 
सहायक होंगी? कैसे?

ऐसी कुछ किठनाइयों 
का उल्लेख करें, जो 
कक्षा कक्ष पिरचर्चा के 
दौरान आपके सामने 
आईं।

मेर ेनोट्स
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कक्षा कक्ष परिचर्चाये  आयोिजत करने के उपाय

इस गतिविधि  का उद्देश्य छात्रों की यह समझने में मदद करना ह ैिक अलग-अलग लोग एक ही शब्द के अलग-अलग अर्थ 
िनकालते हैं, िजससे गलतफ़हमी और उलझन पैदा होती ह।ै यह गतिविधि  साझा पिरभाषा की आवश्यकता पर ज़ोर देती ह।ै
आप वास्तिवक जीवन से जुड़े कुछ ऐसे उदाहरण दे सकते हैं, िजसमें एक ही शब्द के अलग-अलग अर्थ हो सकते हैं – जैसे 
इंटरसे्ट, लेफ़्ट, बैलेंस, वॉल्यूम आदि .
आप कुछ ‘गैर-गणितीय ’ शब्दों पर भी चर्चा कर सकते हैं, जैसे िक शहर, पर्वत, अच्छाई आदि  शब्दों की पिरभाषाएँ।
‘एक समलंब चतुर्भुज क्या होता ह’ै कहानी पर चर्चा करें। पूरी कहानी बयान करने के बाद, कहानी के तीन बच्चों द्वारा इस्तेमाल 
की गई परिभाषाओ ंपर चर्चा करें। छात्रों से समलंब चतुर्भुज की उनकी अपनी पिरभाषा तैयार करने को कहें।
1.	 समलंब चतुर्भुज एक ऐसा चतुर्भुज होता ह,ै िजसकी भुजाओ ंका एक युग्म समानांतर होता ह ै(कानसू की पिरभाषा)
2.	 समलंब चतुर्भुज एक ऐसा चतुर्भुज होता ह,ै िजसकी भुजाओ ंका कम-से-कम एक युग्म समानांतर होता ह ै(ज़ो की पिरभाषा)
3.	 समलंब चतुर्भुज दरअसल चतुर्भुज का एक दूसरा नाम ह ै(सािहर की पिरभाषा)

छात्रों से पूछे िक इनमें से िकसकी पिरभाषा सही ह ैऔर क्यों? छात्रों से पूछें िक क्या एक से अिधक पिरभाषाएँ सही हो सकती 
हैं?
छात्रों से इसकी कल्पना करने को कहें िक यिद उक्त बच्चों में से प्रत्येक की समलंब चतुर्भुज के संबंध में उनकी अपनी पिरभाषा 
हो, तब क्या होगा।

छात्रों को ऊपर दी गई तीन परिभाषाओ ंके आधार पर िनम्निलिखत वेन आरखे में समलंब चतुर्भुजों को िनरूिपत करने को कहें:
छात्रों के साथ इस पर चर्चा करें िक प्रत्येक पिरभाषा को िकस तरह अलग-अलग ढंग से वेन आरखे में िनरूिपत िकया जाएगा। 
छात्रों से उनके द्वारा िनर्िमत वेन आरखे की व्याख्या करने के िलए कहें और इसके िलए उन्हें समलंब चतुर्भुजों और समांतर 
चतुर्भुजों के बीच के संबंध का वर्णन करने के िलए कहें, जैसे
A.   सभी समलंब चतुर्भुज समांतर चतुर्भुज होते हैं।
B.   सभी समांतर चतुर्भुज समलंब चतुर्भुज होते हैं।
C.   सभी समलंब चतुर्भुज समांतर चतुर्भुज होते हैं।
D.   कोई भी समलंब चतुर्भुज समांतर चतुर्भुज नहीं होता।

ऊपर दी गई परिभाषाओ ंपर िवस्तृत चर्चा करें।

छात्रों से उनकी पाठ्य पुस्तक में दी गई पिरभाषा की पहचान करने के िलए कहें। वे अवधारणाओ ंके सामूिहक अर्थों पर चर्चा कर 
सकते हैं।

छात्रों से पूछें िक पाठ्य पुस्तक में समलंब चतुर्भुज की केव ल एक पिरभाषा क्यों दी गई ह?ै उनके पूछे िक यिद पाठ्य पुस्तक में 
अनेक पिरभाषाएँ होतीं, तो क्या होता? उनसे पूछें िक उनके िवचार से उनकी पाठ्य पुस्तक में दी गई पिरभाषाएँ िकसने तैयार की 
होंगी?

अध्याय 1.3: परिभाषाओ ंपर चर्चा
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स्मरणीय तथ्य

आपको छात्रों की यह समझने में सहायता करनी होगी कि परिभाषाएँ दरअसल कई अर्थों से मिलकर बनी होती ह ैऔर उनका 
एक समान होना आवश्यक ह।ै छात्रों की यह देखने में मदद करें कि अलग-अलग परिभाषाएँ स्वीकार्य तो हैं, लेकिन लोगों के 
मन में उनकी साझा समझ होनी चाहिए और परिभाषा के स्वीकार होने के बाद उसके तार्कि क परिणामों को भी स्वीकार करना 
होगा। उनकी यह समझने में मदद करें कि समलंब चतुर्भुजों के मामले में अलग-अलग परिभाषाएँ होती हैं।
अपनी पाठ्य पुस्तक में दी गई परिभाषा पर नज़र डालें और छात्रों को उसे समलंब चतुर्भुज की एक साझा परिभाषा मानकर उस 
पर काम करने के लिए कहें।

छात्रों का प्रेक्षण
क्या छात्रों ने उनकी अपनी 
परिभाषाएँ तैयार कीं? उनमें से 
कुछ का उल्लेख करें।

क्या छात्रों ने इस पर विचार किया 
कि किसी अवधारणा की केव ल 
एक परिभाषा हो सकती ह।ै उनके 
द्वारा दिए गए कुछ कारणों का 
उल्लेख करें।

किसी अवधारणा की अनेक 
परिभाषाएँ होने की बात पर छात्रों 
ने क्या तर्क -वितर्क  किए? उदाहरण 
दें।

उनके विचार से पाठ्य पुस्तक में 
दी गई परिभाषाएँ किसने तैयार 
की थीं? उनके कुछ विचारों का 
उल्लेख करें।

आत्मचिंतन
क्या छात्र इस विचार से सहमत थे 
कि एक ही अवधारणा की अलग-
अलग परिभाषाएं हो सकती हैं? 
क्या आपके लिए छात्रों के साथ 
इस पर चर्चा करना आसान था? 
आपके सामने आई कुछ चुनौतियों 
का उल्लेख करें।

आपकी पाठ्य पुस्तक में समलंब 
चतुर्भुज की क्या परिभाषा दी गई 
ह?ै

इस पाठ के बाद, क्या आप पाठ्य 
पुस्तक में दी गई परिभाषाओ ंके 
संबंध में किसी दूसर ेढंग से विचार 
कर रह ेहैं? कैसे?

कुछ ऐसी अन्य अवधारणाओ ंका 
उल्लेख करें, जिनके लिए आपको 
अलग-अलग परिभाषाएँ देखने को 
मिली हैं।

मेर ेनोट्स

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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इकाई 2 : प्रमाणों की जरूरत को समझना

अवलोकन

इस इकाई में विद्यार्थी इस बात को समझते हैं कि जाँच और आगमनात्मक तर्क  गणितीय सिद्धांतों को खोजने के महत्वपूर्ण तरीके 
होते हैं लेकिन ये दोषमुक्त नहीं होते, और इसलिए हमें निगमनात्क तर्कों और ‘प्रमाणों’ की आवश्यकता होती ह।ै  

इस विचार तक समझ निर्मि त करने के लिए विद्यार्थी ऐसी गतिविधियों से शुरुआत करते हैं जिनमें उन्हें विभिन्न पैटर्नों का 
अवलोकन करके कुछ अनुमान लगाना होते हैं। वे विभिन्न उदाहरणों में अपने अनुमानों को जाँचते हैं, और इस प्रकार जाँच तथा 
प्रमाण के बीच के भेद को समझना शुरू करते हैं। एक सक्रिय गतिविधि के द्वारा वे इस बात को भी जान लेते हैं कि किसी 
अनुमान को असत्य प्रमाणित करने के लिए एक ही विपरीत उदाहरण पर्याप्त होता ह।ै उन्हें यह भी पता चलता ह ैकि किसी 
अनुमान को निर्णायक रूप से ‘प्रमाणित’ करने के लिए आगमनात्मक तर्क  पर्याप्त नहीं होते। विद्यार्थि यों का निगमनात्मक तर्क  
वाले 1-2 प्रमाणों से भी परिचय कराया जाता ह।ै 

विद्यार्थी सबसे पहले अलग-अलग प्रकार के चतुर्भुजों के मध्य बिन्दुओ ंको मिलाकर बनाए गए चतुर्भुजों के बार ेमें जाँच करते 
हैं। शिक्षकों के मार्गदर्शन में होने वाली पड़तालों से शुरू करके धीर-ेधीर ेवे स्वतंत्र रूप से अपने अनुमान लगाने लगते हैं। इसके 
बाद, विद्यार्थी किसी बहुभुज की भुजाओ ंकी संख्या और उसके अंतः कोणों के योग के बीच के संबंध की जाँच करते हैं। पहले 
वे चतुर्भुजों के लिए मार्गदर्शि त अनुमान लगाते हैं, इसे सामान्य नियम के रूप में सिद्ध करते हैं, और फिर इसे ‘प्रमाण’ के रूप में 
स्थापित करने में लग जाते हैं, जिसमें शिक्षक उनकी मदद करते हैं। इसके बाद, वे जियोजेब्रा साफ्टवेयर में अलग-अलग बहुभुजों 
के कोणों के योग के बार ेमें पड़ताल करते हैं, एक सामान्य ‘नियम’ बनाते हैं और फिर अनौपचारिक निगमनात्मक तर्कों द्वारा उस 
नियम को सही सिद्ध करते हैं। इसके अगले पाठ में विद्यार्थि यों को एक कार्य दिया गया ह ैजिसमें वे कुछ उदाहरणों के आधार पर 
एक (बहुत स्पष्ट लगने वाले) नियम तक पहुँच सकते हैं, जहाँ उनका सामना ऐसे विपरीत उदाहरण से होता ह ैजो उनके नियम को 
खंडित कर देता ह।ै इससे उन्हें यह सीख मिलती ह ैकि उदाहरणों के आधार पर बनाए गए सामान्य नियम दोषयुक्त होते हैं, और 
इसीलिए गणित में निगमनात्मक प्रमाणों की जरूरत होती ह।ै 

मध्य बिन्दु के जाँच की गतिविधि को पूरा करने के लिए विद्यार्थि यों को इस औपचारिक निगमनात्मक प्रमाण से भी परिचित करा 
दिया जाता ह ैकि किसी चतुर्भुज की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाकर बनाया गया चतुर्भुज, समानांतर चतुर्भुज होता ह।ै यह 
इकाई एक अनौपचारिक गतिविधि के साथ समाप्त होती ह ैजिसमें यह देखने की कोशिश की गई ह ैकि क्या विद्यार्थी इकाई में 
शामिल मूल विचारों (तर्क  और प्रमाण से संबंधित) में से कुछ को वाकई समझ पाए हैं और उन्हें उपयोग कर पा रह ेहैं या नहीं।  

अध्ययन के उद्देश्य

इस इकाई को समझने के बाद विद्यार्थी 
•	 ‘अनुमान’ शब्द का अर्थ समझ जाएंगे, विभिन्न पैटर्न का अवलोकन करके अपने अनुमान बना पाएंगे और उन्हें सही सिद्ध कर 

पाएंगे। 
•	 अनुमानों को स्पष्ट ढंग से व्यक्त करने लगेंगे। 
•	 किसी अनुमान को ‘जाँचने’ और उसे प्रमाणित करने के बीच के अंतर को समझ पाएंगे। 
•	 अनौपचारिक (निगमनात्मक) तर्क  का प्रयोग करते हुए अनुमानों को सिद्ध करना सीख जाएंगे। 
•	 इस बात को समझेंगे कि कोई एक विपरीत उदाहरण भी किसी कथन को असत्य सिद्ध करने के लिए पर्याप्त होता ह।ै 
•	 इस बात को समझेंगे कि गणित में किसी कथन को निर्णायक रूप से सत्य सिद्ध करने के लिए कितने भी उदाहरण पर्याप्त 

नहीं होते हैं। 
•	 आगमनात्मक तर्क  में दोष हो सकने की संभावना को समझेंगे, जिसके नतीजे में निगमनात्मक तर्कों की जरूरत को भी 

समझेंगे। 
•	 किसी चतुर्भुज के कोणों के योग के गुणधर्म को भी समझेंगे और उसका उपयोग कर पाएंगे। 
•	 चतुर्भुज पर पाठ्यपुस्तक में जो अध्याय ह ैउसमें दिए गए कुछ प्रमेयों/ निष्कर्षों को सत्य प्रमाणित कर पाएंगे। 
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पूर्व अपेक्षित गणितीय ज्ञान

•   व्यवस्थाओ ंको देख पाने की क्षमता 
•   दी गई धारणाओ/ं मान्यताओ ंके आधार पर किसी निष्कर्ष पर पहुँचने के लिए तर्क  करने की क्षमता  
•   विशेष चतुर्भुजों, बहुभुजों आदि की परिभाषाओ ंकी समझ 
•   त्रिभुज के कोणों के योग के गुणधर्म की जानकारी, और उसे सवालों में उपयोग कर पाना 
•   समानांतर रखेाओ ंऔर प्रतिच्छेदी रखेाओ ंसे संबंधित गुणधर्मों (वैकल्पिक कोणों के युग्म समान होते हैं, आदि) की जानकारी 
•   मध्य बिन्दु प्रमेय का निष्कर्ष (शिक्षक द्वारा तैयार की गई पड़ताल के माध्यम से जाना गया हो)

पूर्व अपेक्षित आई.सी.टी. ज्ञान

•  जिओजेब्रा साफ्टवेयर की बुनियादी इंटरफेस और टूल्स (उपकरणों) से परिचित होना 

पाठ गतिविधि गतिविधि का नाम अपेक्षित अवधि 
(मिनिट) रूप

पाठ 2.1 : मध्यबिन्दु – 
पड़ताल

1 मध्य बिन्दु पड़ताल 45 मिनिट सक्रिय

पाठ 2.2 : कोणों के 
योग का गुणधर्म 

1 चतुर्भुजों के कोणों के 
योग का गुणधर्म

45 मिनिट सक्रिय

2 बहुभुजों के कोणों के 
योग के गुणधर्म की 
पड़ताल

90 मिनिट डिजिटल

पाठ 2.3 : प्रमाण की 
आवश्यकता

1 प्रमाण की आवश्यकता 45 मिनिट सक्रिय + कक्षा में चर्चा

पाठ 2.4 : प्रमाण का 
लेखन

2 चतुर्भुजों के बार ेमें मध्य 
बिन्दु के निष्कर्ष को 
सही सिद्ध करना

45 मिनिट कक्षा में चर्चा

पाठ 2.5 : सही और 
गलत सिद्ध करना

1 सही और गलत कथन 45 मिनिट सक्रिय

आकलन 5 5.7 अंतिम आकलन 45 मिनिट डिजिटल

पाठ और गतिविधि के आधार पर विभाजन
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कक्षा में चर्चाओ ंको सुगम बनाने की योजनाएं

मध्य बिन्दु की पड़ताल की गतिविधि विद्यार्थि यों को अनुमान 
लगाने और उन्हें जाँचने का मौका देगी।  

विद्यार्थि यों से डॉट पेपर पर विभिन्न वर्गों की प्रत्येक भुजा के 
मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने को कहें, और फिर पूछें कि उन्हें कौन 
सा चतुर्भुज मिला। विद्यार्थी इस तरह के अनुमान लगाएंगे - 

किसी वर्ग की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने से बनने 
वाला चतुर्भुज ___________________________ होता ह।ै 

स्मरणीय तथ्य

इन बातों को देखने में विद्यार्थि यों की सहायता करें : 
किसी वर्ग की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने पर हमें एक वर्ग ही मिलता ह।ै 
किसी भी आयत की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने पर हमें एक सम चतुर्भुज मिलता ह।ै 
किसी भी सम चतुर्भुज की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने पर हमें एक आयत मिलता ह।ै 
किसी भी चतुर्भुज की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने पर हमें एक समानान्तर चतुर्भुज मिलता ह।ै 
आप समूह के समावेश (क्लास इन्क्लूज़न) के विचार को यहाँ पुनः दोहरा सकते हैं। किसी भी चतुर्भुज के मध्य बिन्दुओ ंको 
मिलाकर हमें एक समानान्तर चतुर्भुज मिलता ह।ै विशेष चतुर्भुजों के मध्य बिन्दुओ ंको मिलाकर हमें विभिन्न प्रकार के विशेष 
चतुर्भुज मिलते हैं और वे सभी समानान्तर चतुर्भुज होते हैं।

विद्यार्थि यों से पूछें कि किसी आयत की भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने पर उन्हें कौन सा आकार प्राप्त होगा। उनके अनुमानों 
को सही सिद्ध करने में उनकी सहायता करें। इन अनुमानों की जाँच करने के लिए विद्यार्थी डॉट पेपर पर आयत बनाए और उनकी 
भुजाओ ंके मध्य बिन्दुओ ंको मिलाए। इसी प्रकार विद्यार्थि यों से सम चतुर्भुज और समानान्तर चतुर्भुज के लिए अनुमान लगाने को 
कहें। इसके बाद विद्यार्थी इन अनुमानों से सभी चतुर्भुजों के लिए व्यापक अनुमान लगाएंगे।  
विद्यार्थि यों से पूछें : 
•   आपने अपना अनुमान कैसे लगाया? 
•   क्या आपको विश्वास ह ैकि यह अनुमान सभी चतुर्भुजों के लिए सही होगा? आप यह कैसे जानते हैं? 
स्वतंत्र रूप से अपने अनुमान बनाने में और उन्हें सही सिद्ध करने में विद्यार्थि यों की सहायता करें। विभिन्न प्रकार के चतुर्भुजों के 
बार ेमें विद्यार्थि यों की समझ का यहाँ उपयोग किया जा सकता ह।ै 

अध्याय 2.1: मध्यबिन्दु – पड़ताल
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
क्या विद्यार्थी सभी विशेष चतुर्भुजों 
को उनके गुणधर्मों के द्वारा पहचान 
पाए?

वर्गों और आयतों की भुजाओ ंके 
मध्य बिन्दुओ ंको मिलाने के बार े
में विद्यार्थि यों ने जो अनुमान लगाए 
उनमें से कुछ लिखें।

समानान्तर चतुर्भुजों और सम 
चतुर्भुजों की भुजाओ ंके मध्य 
बिन्दुओ ंको मिलाने के बार ेमें 
विद्यार्थि यों द्वारा किए गए अनुमानों 
में से कुछ लिखें।

क्या विद्यार्थी अपने अनुमानों को 
सही सिद्ध कर पाए? ऐसे कम से 
कम दो उदाहरण बताएं।

क्या विद्यार्थी अपने अनुमानों को 
व्यक्त करने के लिए सटीक भाषा 
का उपयोग कर रह ेथे? अपने 
अनुमानों को व्यक्त करते समय 
उन्हें भाषा और शब्दावली संबंधी 
किन समस्याओ ंका सामना करना 
पड़ रहा था? कुछ का उल्लेख 
करें।

आत्मचिंतन
अनुमान लगाते समय विद्यार्थि यों 
को किस तरह की समस्याओ ंका 
सामना करना पड़ा?

क्या इस गतिविधि में सभी 
विद्यार्थि यों ने भाग लिया? अगर 
सब ने भाग नहीं लिया तो भाग न 
लेने के क्या कारण रह ेहोंगे?

विद्यार्थि यों द्वारा अनुमान लगाने 
और उन्हें सही सिद्ध करने के 
तरीके से क्या आपको उनका 
आकलन करने में मदद मिलती ह?ै 
अगर हाँ, तो कैसे?

अनुमान लगाते समय विद्यार्थि यों 
से कौन सी गलतियां हुईं? क्या 
आप गलतियां सुधारने में उनका 
मार्गदर्शन कर पाए? किस तरह?
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इस गतिविधि का उद्देश्य विभिन्न पैटर्न का अवलोकन करके चतुर्भुजों के कोणों के योग के गुणधर्म को समझना ह।ै विद्यार्थी 
एक अनुमान लगाते हैं और फिर अपने परिणाम से एक सामान्य नियम बनाते हैं। वे जाँचने और प्रमाणित करने के बीच के फर्क  
को समझते हैं और उनमें भेद कर पाते हैं। यह गतिविधि उन्हें पैटर्न को देखने तथा औपचारिक तर्क  करने (और इस मामले में, 
प्रमाण देने) के बीच के संबंध को समझने में भी मदद करती ह।ै
विद्यार्थि यों से विभिन्न चतुर्भुज बनाने को कहें, और फिर वे 2 या 3 के समूह में काम करते हुए इन चतुर्भुजों के अंतः कोणों को 
मापें। उन्हें प्रेरित करें कि वे दूसर ेसमूहों से भी चर्चा करें और अपने उत्तरों की तथा उनके उत्तरों की तुलना करें। 

उनसे कहें/ पूछें : 
अपनी कक्षा के अन्य विद्यार्थि यों के साथ अपने चतुर्भुज की तुलना करें। 
a.	 क्या वे सभी एक से दिखते हैं? 
b.	 क्या आपको सभी तरह के चतुर्भुजों में अंतः कोणों के योग में कोई पैटर्न/नियमितता दिखाई देती ह?ै अपने अवलोकन को 

एक अनुमान के रूप में लिखें। 
c.	 क्या आपको लगता ह ैकि यह व्यवस्था सभी चतुर्भुजों के लिए सही सिद्ध होगी? 
d.	 क्यों होगा या क्यों नहीं होगा? 
इस गतिविधि के अगले हिस्से में विद्यार्थि यों से एक चतुर्भुज और उसका कोई एक विकर्ण बनाने को कहें। उनसे पूछें कि क्या वे 
इस चतुर्भुज के कोणों को मापे बगैर उसके अंतः कोणों का योग निकाल सकते हैं। यह समझने में विद्यार्थि यों की मदद करें कि 
किसी चतुर्भुज को दो त्रिभुजों में बाँटा जा सकता ह।ै त्रिभुज के अंतः कोणों के योग के गुणधर्म का उपयोग करते हुए चरणबद्ध 
ढंग से इस बात को सिद्ध करें कि किसी चतुर्भुज के अंतः कोणों का योग 360 डिग्री होता ह।ै इसे सिद्ध करते वक्त विद्यार्थि यों 
के विचारों को भी सुनें। 
•   विद्यार्थि यों से पूछें कि क्या समानान्तर चतुर्भुजों पर भी यह गुणधर्म लागू होगा। अगर हाँ तो क्यों? 
•   उनसे पूछें कि क्या उनकी सोच में कोई ऐसा चतुर्भुज ह ैजिसके अंतः कोणों का योग 360 डिग्री न होता हो? 

(विद्यार्थी जिओज्रेबा का उपयोग करते हुए अपनी कम्प्यूटर प्रयोगशालाओ ंमें निम्नलिखित गतिविधि करेंगे)

विद्यार्थि यों से नीचे बताई गई भुजाओ ंकी संख्या वाले बहुभुज बनाने को कहें। विद्यार्थी बहुभुज के आंतरिक कोणों को मापें 
और उनके योग को लिख लें। फिर वे बहुभुजों को एक दूसर ेको न ढकने वाले त्रिभुजों में बांटें और हर बहुभुज में बने ऐसे 
त्रिभुजों की संख्या दर्ज करें और उसे नीचे दी गई तालिका में दर्ज करें : 

नियमित बहुभुज में भुजाओ ं
की संख्या

बहुभुज के अंतः कोणों का 
योग

बहुभुजों से बने, एक दूसर े
को न ढांकने वाले त्रिभुजों 

की संख्या

एक दूसर ेको न ढांकने वाले 
सभी त्रिभुजों में 
कोणों का योग

4 360 2 360

5

6

7

विद्यार्थि यों से पूछें कि उन्होंने बहुभुजों के अंतः कोणों के योग में कौन सी व्यवस्था देखी। n भुजाओ ंवाले नियमित बहुभुजों के 
लिए कोई नियम बनाने में उनकी मदद करें। 
विद्यार्थी यही काम अवतल/ उत्तल, सम/विषम बहुभुजों के साथ भी करें और इस तरह के बहुभुजों में भी कोणों के योग की 
व्यवस्थाओ ंका अवलोकन करें। 
इन गतिविधियों के आधार पर, किसी बहुभुज के अंतः कोणों के योग के बार ेमें एक सामान्य नियम बनाने में विद्यार्थि यों की मदद 
करें। 

अध्याय 2.2: कोणों के योग का गुणधर्म
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स्मरणीय तथ्य

किसी अवतल बहुभुज के शीर्षों को मिलाते समय एक बात ध्यान में रखना जरूरी ह,ै कि बहुभुज के शीर्षों को एक से ज्यादा 
तरीकों से मिलाया जा सकता ह।ै सिर्फ  उन्हीं तरीकों को चुनें जो बहुभुज को, एक दूसर ेको न ढांकने वाले त्रिभुजों में विभाजित 
करते हों। इन व्यवस्थाओ ंको देखकर सामान्य कथन और अनुमान तैयार करने में विद्यार्थि यों की मदद करें। यह देखने के लिए 
कि वे लोग इसके बार ेमें क्या सोचते हैं, उनसे हमेशा अपने अनुमानों को सही सिद्ध करने के लिए कहें।

मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
क्या विद्यार्थी किसी पैटर्न के बार ेमें कोई सामान्य नियम बना 
पाए, और क्या वे चतुर्भुजों के कोणों के योग के बार ेमें अनुमान 
लगा सके? उनके अनुमान क्या थे? उन्होंने इन अनुमानों को 
किस तरह सही सिद्ध किया?

क्या चतुर्भुजों के कोणों के योग के गुणधर्म का प्रमाण 
विद्यार्थि यों के लिए विश्वसनीय था? क्या उन्हें यह विश्वास हो 
गया कि यह गुणधर्म सभी चतुर्भुजों पर लागू होगा?

‘n’ भुजाओ ंवाले सम बहुभुजों के अंतः कोणों के योग के बार े
में विद्यार्थि यों ने कौन सी पैटर्न देखी थी? क्या उन्हें यह एहसास 
हुआ कि यही नियम विषम बहुभुजों पर भी लागू किया जा 
सकता ह?ै क्यों (विद्यार्थि यों द्वारा दिए गए कारणों का उल्लेख 
करें)?

विद्यार्थि यों ने अवतल बहुभुजों के कोणों के योग में कौन सी 
व्यवस्थाएं देखीं?

ऊपर उल्लिखित किसी भी कार्य में विद्यार्थि यों द्वारा बनाई गई 
कुछ गलत पैटर्न/अनुमानों का भी उल्लेख करें।

इस पाठ में विद्यार्थि यों द्वारा किए गए जिओज्रेबा उपकरण के 
उपयोग के बार ेमें अपने कुछ अवलोकनों का उल्लेख करें।

आत्मचिंतन
किसी चतुर्भुज के कोणों को मापते वक्त, क्या हर बार कोणों 
का योग ठीक 360 डिग्री रहा? कोणों का योग 360 डिग्री न 
होने पर क्या विद्यार्थि यों ने आप से कोई सवाल किया? यदि हाँ, 
तो आपने उसका क्या जवाब दिया?

आप क्या सोचते हैं कि अनुमान लगाने का यह अभ्यास किस 
प्रकार ऊपर उल्लिखित अवधारणाओ ं(बहुभुज के अंतः कोणों 
का योग) को बेहतर ढंग से सीखने में विद्यार्थि यों की मदद 
करगेा?

इन गतिविधियों को करते हुए क्या विद्यार्थी आपस में ‘गणित’ 
की चर्चा कर रह ेथे? उनकी कुछ चर्चाओ ंको लिख लें। 
आप क्या समझते हैं कि विद्यार्थि यों की इन आपसी चर्चाओ ं
से आपको पढ़ाने में मदद मिलती ह?ै आप इन चर्चाओ ंका 
इस्तेमाल अपने फायदे के लिए किस प्रकार करते हैं?

आप क्या सोचते हैं कि इस तरह की गतिविधियों में जिओज्रेबा 
का प्रयोग करना उपयोगी ह?ै जिओज्रेबा के उपयोग से जुड़े 
लाभों और समस्याओ ंकी सूची बनाएं।
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कक्षा में चर्चाओ ंको सुगम बनाने की योजनाएं

विद्यार्थी एक वृत्त बनाएं और उस पर दो सुस्पष्ट बिन्दु बनाएं 
और फिर इन बिन्दुओ ंको मिलाने से बने क्षेत्रों की संख्या 
पर ध्यान दें। फिर यही प्रक्रिया वे 3, 4, 5 बिन्दुओ ंके साथ 
दोहराएं।

विद्यार्थी हर बार बने पृथक क्षेत्रों की संख्या गिनें और देखें कि क्या उन्हें बिन्दुओ ंकी संख्या और उनसे बन रह ेपृथक क्षेत्रों की 
संख्या के बीच कोई खास व्यवस्था/ संबंध दिखाई देते हैं। उन्हें क्या लगता ह ैकि यह नियम वृत्त पर बिन्दुओ ंकी कितनी भी 
संख्या के लिए सही होगा। उनसे उनके जवाब के कारण पूछें। विद्यार्थि यों से कहें कि वे वृत्त पर बिन्दुओ ंकी अलग-अलग संख्या 
के साथ इसकी जाँच करें, और अपने अवलोकनों के आधार पर, अगर जरूरत पड़े, तो अपने पहले दिए गए उत्तर को बदल दें। 
आप विद्यार्थि यों से निम्नलिखित सवाल पूछ सकते हैं : 
•	 सामान्य नियम से वे क्या समझे? 
•	 क्या किसी अनुमान को सिर्फ  उदाहरण देकर सत्य सिद्ध किया जा सकता ह?ै हमें कितने उदाहरण देना चाहिए? / किसी 

अनुमान को सत्य सिद्ध करने के लिए कितने उदाहरण काफी होते हैं? 
•	 हम कैसे मान सकते हैं कि हमार ेउदाहरणों के कोई विपरीत उदाहरण नहीं होंगे? 
•	 हम किसी अनुमान को असत्य कैसे सिद्ध कर सकते हैं? इसके लिए हमें कितने विपरीत उदाहरणों की जरूरत होगी? 
•	 आप उनसे यह भी पूछ सकते हैं कि उन्हें प्रमाण क्यों महत्वपूर्ण लगते हैं। 

स्मरणीय तथ्य

इस बात को समझने में विद्यार्थि यों की मदद करें कि किसी अनुमान को सिर्फ  उदाहरणों के आधार पर ही निर्णायक रूप से 
सत्य नहीं कहा जा सकता।

पहले कुछ उदाहरणों में, क्षेत्रों की संख्या 2n -1 ह ैजहाँ n वृत्त पर बने बिन्दुओ ंकी संख्या ह।ै (इस बात से कोई दिक्कत नहीं 
ह ैअगर विद्यार्थी चिन्हों वाले इस औपचारिक संकेतन के बजाय किसी व्यवस्था को व्यक्त करने के लिए भाषा का उपयोग करें 
और उसे ‘नियम’ की तरह व्यक्त करें)। लेकिन यह व्यवस्था n=6  पर आकर गलत सिद्ध हो जाती ह ैजो यह दिखाता ह ैकि 
उदाहरणों द्वारा लगाया गया अनुमान हमेशा सच हो ऐसा जरुरी नहीं ह।ै इससे विद्यार्थि यों को इस तथ्य को समझने में मदद 
मिलती ह ैकि किसी अनुमान को कितने भी उदाहरणों द्वारा सही सिद्ध नहीं किया जा सकता – अपने अनुमान को सही सिद्ध 
करने के लिए उन्हें निगमनात्मक तर्क  देना जरूरी ह।ै 

अध्याय 2.3: प्रमाण की आवश्यकता
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
बिन्दुओ ंको मिलाने से 
बनी व्यवस्थाओ ंके बार ेमें 
विद्यार्थि यों ने किस तरह के 
अनुमान लगाए? कम से कम दो 
अनुमानों को लिखें।

कितने विद्यार्थी यह दिखाने में 
सफल रह ेकि यह व्यवस्था 
n=6 (n वृत्त पर बिन्दुओ ंकी 
संख्या ह)ै पर आकर गलत 
सिद्ध हो जाती ह?ै उन्होंने इसके 
पीछे क्या कारण बताए? कुछ 
कारणों की सूची बनाएं।

क्या विद्यार्थी जाँच और प्रमाण 
के बीच के अंतर को समझ 
गए? कैसे?

आत्मचिंतन
आपको क्या लगता ह ैकि 
विद्यार्थी प्रमाण की जरूरत को 
समझ गए? इसे दर्शाने के लिए 
कुछ उदाहरण दें।

आपको क्या लगता ह ैकि 
विद्यार्थि यों के लिए प्रमाण की 
जरूरत को समझना क्यों जरूरी 
ह?ै

आपके विचार में, प्रमाण की 
जरूरत पर और अधिक जोर 
देने के लिए आप कौन सी अन्य 
गतिविधियां कर सकते हैं?

आप इस पाठ को पाठ्यपुस्तकों 
में दिए गए औपचारिक प्रमाणों 
से किस प्रकार जोड़ेंगे?



35

S02 चिंतनशील गणित शिक्षण 

कक्षा परिचर्चाऐ आयोजित करने के उपाय

प्रमाण को औपचारिक ढंग से लिखने के तरीके को समझने में विद्यार्थि यों की मदद करें। विद्यार्थि यों से यह सिद्ध करने को कहें 
कि नीचे दिए गए चित्र में PQRS एक समानान्तर चतुर्भुज ह,ै जहाँ P, Q, R और S, चतुर्भुज ABCD की भुजाओ ंAB, BC, CD 
और DA के क्रमशः मध्य बिन्दु हैं : 
 

विद्यार्थि यों से अपने प्रमाण को समझाने, और कारण बताने को कहें। उनसे पूछें कि उन्होंने जो भी कथन किए हैं उनके बार ेमें वे 
आश्वस्त कैसे हैं, और उन्हें यह जानने में मदद करें कि सही सिद्ध हो चुके सभी कथनों की बुनियाद सूक्तियों और परिभाषाओ ंमें 
होती ह।ै

स्मरणीय तथ्य

अपने कथनों और तर्कों के कारणों को व्यक्त करने में विद्यार्थि यों की मदद करें। प्रमाण के तर्क  को, और लिहाजा, गणित की 
निगमनात्मक प्रकृति को रखेांकित करें।

अध्याय 2.4: प्रमाण का लेखन
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
विद्यार्थि यों द्वारा नमूने के रूप 
में प्रस्तुत किए गए किसी 
एक प्रमाण को लिखें।

विद्यार्थि यों द्वारा कौन सी 
सामान्य गलतियां की गईं? 
कुछ को लिखें।

आत्मचिंतन
आप क्या समझते हैं कि 
विद्यार्थि यों को अपने ही 
प्रमाणों को लिखने में 
कठिनाई क्यों होती ह?ै

क्या आपको लगा कि इस 
कार्यविधि से ज्यामिती को 
समझने में विद्यार्थि यों को 
मदद मिली? समझाएं।

कक्षा परिचर्चाऐ आयोजित करने के उपाय

विद्यार्थि यों से समूहों में काम करने को, और यह पता लगाने को कहें, कि प्रस्तुत कथन सही हैं या गलत। उनसे समूहों में काम 
करते हुए, अपने उत्तरों को कक्षा के समक्ष प्रस्तुत करने को, और अपने उत्तरों को सही सिद्ध करने को कहें। विद्यार्थि यों से पूछें 
कि 
•   वे कैसे इतने आश्वस्त हैं कि प्रस्तुत कथन सभी मामलों के लिए सही होगा? यानी वह सदैव सही ही होगा? 
•   उन्हें कैसे पता चलता ह ैकि कोई कथन गलत ह?ै 
अगर किसी कथन विशेष को लेकर किन्हीं दो समूहों के बीच असहमति हो, तो उनसे आपस में बातचीत करके एक साझा 
निष्कर्ष निकालने को कहें। विद्यार्थि यों/समूहों के बीच होने वाली चर्चाओ ंके आधार पर, और किसी कथन के सही होने के बार े
में वे किस प्रकार दूसरों को विश्वास दिलाने की कोशिश करते हैं (क्या वे उदाहरणों का उपयोग करते हैं, या क्या वे तर्कों का 
उपयोग करते हैं), इसे देखते हुए आप समझ सकते हैं कि उन्होंने इस इकाई की अवधारणाओ ंको किस हद तक समझ लिया 
ह।ै 
आप दिए गए कथनों में कुछ नए कथन भी जोड़ सकते हैं।

स्मरणीय तथ्य

इस गतिविधि का उद्देश्य इस इकाई के केन्द्र में स्थित विचारों के बार ेमें विद्यार्थि यों की समझ का एक अनौपचारिक आकलन 
करना ह।ै इन विचारों को कुछ अलग संदर्भ में वे किस प्रकार लागू करते हैं इसे देखकर यह आकलन किया जाना ह।ै

अध्याय 2.5: सही और गलत सिद्ध करना
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मेर ेनोट्स

छात्रों का प्रेक्षण
क्या किसी कथन विशेष 
के ‘सत्य’ के बार ेमें किन्हीं 
दो समूहों/ विद्यार्थि यों में 
कोई असहमति थी? वे उस 
असहमति को दूर करके किस 
प्रकार एक साझा निष्कर्ष पर 
पहुँचे?

किसी कथन को ‘सत्य’ सिद्ध 
करने के लिए विद्यार्थि यों 
द्वारा दिए गए तर्कों के कुछ 
उदाहरण दें।

किसी कथन को ‘असत्य’ 
सिद्ध करने के लिए विद्यार्थि यों 
द्वारा दिए गए तर्कों के कुछ 
उदाहरण दें।

आत्मचिंतन
क्या आपको लगता ह ैकि 
यह गतिविधि विद्यार्थि यों में 
निगमनात्मक तर्क  करने की 
क्षमता विकसित करने में मदद 
करगेी? कैसे?

इस कार्यविधि को पूरा करने 
के बाद क्या आपको लगता 
ह ैकि विद्यार्थी ज्यामिती के 
सिद्धांतों को समझाने में, उन्हें 
सही सिद्ध करने में, उनके बार े
में अनुमान लगाने में और उन्हें 
व्यक्त करने में सक्षम हो गए 
हैं? क्या आपको लगता ह ैकि 
आपके शिक्षण में इससे मदद 
मिलेगी?

क्या आप समझते हैं कि 
विद्यार्थी अपनी गलतियों से, 
और अन्य विद्यार्थि यों की 
गलतियों से सीख रह ेहैं? कुछ 
उदाहरण देकर समझाएं।

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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S02 चिंतनशील गणित शिक्षण 

क्लिक्स गणित 

आनुपातिक तर्क  

सबसे आसान तरीके से कहें तो आनुपातिक तर्क  का मतलब गुणात्मक चिंतन का इस्तेमाल करते हुए दो चीजों में तुलना करने तथा 
इसके बाद उसे नए हालातों में अमल में लाने की काबिलियत ह।ै 
— नेशनल काउंसिल ऑफ टीचर्स ऑफ मैथमेटिक्स

आनुपातिक तर्क , स्कू ली शिक्षा के दौरान शिक्षार्थि यों में विकसित होने वाले महत्त्वपूर्ण गणितीय विचारों में से एक विचार ह।ै यह 
परिमेय संख्याओ ंतथा उससे जुड़ी गुणात्मक अवधारणाओ ंके बार ेमें शिक्षार्थि यों की समझ का एक अच्छा संकेतक ह।ै साथ ही 
साथ, यह गणित की ज्यादा पेचीदा अवधारणाओ ंकी नींव भी रखता ह।ै आनुपातिक तर्क  एक छतरीनुमा पद ह,ै इसके दायर ेमें बहुत 
सारी अवधारणाओ ंसे संबंधित चिंतन का तरीका आता ह,ै जैसे, भिन्न से लेकर अनुपातों का बीजगणितीय प्रस्तुतीकरण, वेरियेशन 
और पैमानीकरण और प्रायिकता आदि। इस मार्गदर्शि का के संदर्भ में, आनुपातिक तर्क  का मतलब ह ैकि उपयुक्त हालातों में पैमाने 
को बढ़ा या घटा कर दर्शाने की काबिलियत तथा ऐसे संबंधों के लिए औचित्य उपलब्ध करवाना जिसमें सीधा यानी प्रत्यक्ष व 
अप्रत्यक्ष वेरियेशन शामिल हों।  

आनुपातिक तर्क  पाठ्यचर्या के करीब करीब सभी क्षेत्रों में काम आता ह ैऔर यह माध्यमिक गणित में कामयाबी के लिए एक 
महत्त्वपूर्ण अवधारणा मानी जाती ह।ै लेकिन उनमें ऐसे मौके बहुत ही कम होते हैं, जहाँ पर शिक्षार्थि यों के गुणात्मक तरीके से तर्क  
करने की काबिलियत विकसित करने के लिए, अनुपात तथा समानुपात के विचारों को सुसंगत तरीके से पाठ्यचर्या में गूंथा गया हो। 

आनुपातिक तर्क  पर क्लिक्स गणित का मोड्यूल इस पाठ्यचर्यात्मक खाई को पाटने की कोशिश करता ह।ै इसमें सोच समझ कर 
गतिविधि‍यों का इस्तेमाल किया गया ह,ै जो कि या तो व्यावहारिक ह ैया डिजिटली अंतर्क्रि यात्मक ह।ै इसमें आनुपातिक तर्क  के 
विकास के अलग-अलग पड़ावों से गुजरना पड़ता ह।ै इन पड़ावों को चार इकाइयों में व्यवस्थित किया गया ह।ै यह मार्गदर्शि का इस 
बात को समझाती ह ैकि शिक्षार्थि यों में आनुपातिक तर्क  विकास करने में, प्रत्येक इकाई व उसमें दिए गए पाठ किस तरह से मदद 
करते हाै। इसके साथ ही इनमें शिक्षार्थि यों के सोचने के तरीकों के उदाहरणों पर भी चर्चा की गई ह ैऔर इनमें से कुछ गतिविधियों 
पर संभावित गणितीय चर्चाओ ंको विस्‍तार से बताया गया ह।ै ये उदाहरण डिजिटल तथा व्यावहारिक दोनों ही तरह की गति‍विधियों 
के लिए दिए गए हैं, और अध्यापक इनका इस्तेमाल दोनों ही तरह की गतिविधियों में अपनी जरूरत के मुताबिक कर सकते हैं।

आनुपातिक तर्क

अनुपात की संकेतन पद्धति (यानी नोटेशन) तथा अंकगणित

बराबर हिस्सेदारी तथा इकाईकरण

गुणात्मक तथा संबंधपरक चिंतन

प्रत्यक्ष तथा अप्रत्यक्ष तबदीली के संदर्भ
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उद्देश्य

आनुपातिक तर्क  का माँड्यूल शिक्षार्थि यों के सीखने के तीन पहलुओ ंको संबोधित करता ह।ै 
•	 योगात्मक से गुणात्मक चिंतन की तरफ बढ़ना : शिक्षार्थि यों को योगात्मक से गुणात्मक चिंतन की ओर बढ़ाना एक ऐसी 

चुनौती ह,ै जिसका सामना विद्यालयी शिक्षा को करना पड़ता ह।ै 
•	 बराबर हिस्सेदारी तथा इकाईकरण : संबंधपरक तथा गुणात्मक चिंतन को विकसित करने के लिए मूल कौशल के तौर पर 

इकाई के आकार तथा उपयुक्त तरीके से बराबर हिस्सेदारी की समझ 
•	 अनुपात तथा समानुपात वाले हालातों पर जवाब देना : शिक्षार्थि यों के परिचित हालातों पर काम करना, जिनमें शिक्षार्थी 

मात्राओ ंपर गुणात्मक नजरिए से विचार करना सीखें। 
•	 प्रत्यक्ष तथा ‌विपरीत अनुपातों के गणितीय तथा संदर्भगत समझ को विकसित करना : शिक्षार्थी आनुपातिकता के स्थिरांक का 

मतलब समझें तथा प्रत्यक्ष तथा ‌विपरीत आनुपातिक हालातों का कार्य करें।
•	 आनुपातिक चिंतन को लागू करना : अनुपात की संकेतन पद्धति यानी नोटेशन का इस्तेमाल करते हुए शिक्षार्थी प्रायिकता 

(प्रायिकता) तथा दूसर ेगणितीय संदर्भों की समस्याएं हल कर पाएं।

आनुपातिक तर्क  के माँड्यूल का ढांचा 

इकाई का नाम विवरण डिजिटल संसाधन

इकाई 
1

योगात्मक से गुणात्मक 
चिंतन की ओर

इस इकाई का उद्देश्य शिक्षार्थि यों के साथ 
संबंधपरक हालातों पर, एक खास तरह से 
सोचने के तरीकों पर काम करना ह ैऔर 
योगात्मक हालातों के साथ परिचय की वजह 
से उनके सामने पैदा होने वाली दुविधाओ ंको 
उजागर करना ह।ै अक्सर, योगात्मक हालातों 
पर बहुत ज्यादा काम करने की वजह से, 
शिक्षार्थी सभी हालातों को योगात्मक तरीके 
से ही सुलझाते हैं यानी डिकोड करते हैं। इस 
इकाई में, शिक्षार्थि यों का सामना ऐसे हालातों 
से होगा, जिनमें योगात्मक चिंतन उन्हें खाने के 
डिब्बों की असमान हिस्सेदारी/बंटवार ेकी तरफ 
धकेलेगा। शिक्षार्थी बराबर हिस्सेदारी जैसे 
विचारों के बार ेमें सीखेंगे, जिनमें वे उपयुक्त 
संख्या में टुकड़े करने या खाने के डिब्बों की 
इकाई के आकार का पता लगाएंगे ताकि 
प्रत्येक कर्मचारी को बराबर मात्रा में खाना मिल 
सके। जब शिक्षार्थी व्यक्तियों के बजाय समूहों 
में हिस्सों को बांटते हैं तब उन्हें गुणात्मक तौर 
पर समूह के हिस्से के बार ेमें सोचने की जरूरत 
पड़ती ह।ै

इस इकाई में बराबर हिस्सेदारी/बंटवार े
के लिए डिजिटल संसाधन दिए गए हैं। 
कटिंग टूल(cutting tool) यानी काटने 
का औजार शिक्षार्थि यों में इस बात को 
बढ़ावा देते हैं कि वे एक पूर ेके हिस्सों 
की संख्या के बार ेमें सोच सकें , और 
ग्रुपिग टूल (grouping tool) यानी 
समूहीकरण का औजार समूहीकरण की 
कार्य-नीतियों को काम में लेने में मदद 
करता ह।ै ये औजार भिन्नों के दृश्यात्मक 
चित्रों को उनके संख्यात्मक प्रारूप से 
जोड़ने का मौका उपलब्ध करवाते हैं। 
संदर्भ, प्रस्तुतीकरण तथा संख्याओ ं
का चयन शिक्षार्थि यों को इस नतीजे 
तक पहुंचाने के लिए किया गया ह ैकि 
योगात्मक चिंतन सभी हालातों में काम 
नहीं करता और कुछ हालात आनुपातिक 
या गुणात्मक होते हैं।

इकाई 
2

गुणात्मक चिंतन इस इकाई में, शिक्षार्थी ज्यामिति से जुड़े 
गुणात्मक हालातों पर काम करते हैं। वे पैटर्नों 
से जुड़े कामों पर काम करते हैं। वे पैटर्न पर 
काम करेंगे जिसमें वे पैटर्न का दृश्यात्मक 
प्रस्तुतीकरण एक समान रखते हुए पैमाने के 
आधार पर पैटर्न को बनाते हैं। यह इकाई 
शिक्षार्थि यों के सामने दो आयामी संदर्भों 
में पैमाने के गुणक के विचार रखती ह।ै वे 
आयताकार पैटर्न को बड़ा करते या सिकोड़ते हैं 
और उस पैटर्न में होने वाले संख्यात्मक बदलाव 
का पता लगाते हैं। 

इस इकाई के डिजिटल संसाधन 
शिक्षार्थी को इस बात का मौका देते हैं 
कि वे पैटर्नों को पैमाने के आधार बनाएं 
व सिकोड़ें ताकि पैटर्न का दृश्यात्मक 
प्रस्तुतीकरण एक समान रह।े इन 
अभ्यासों पर किया जाने वाला तर्क  
बहुपरती होता ह,ै इसलिए शिक्षार्थि यों 
को पैटर्न में बिदुओ ंकी संख्या तथा पूर े
पैटर्न पर एक साथ ध्यान देना पड़ता ह।ै 
स्तम्भ तथा पंक्तियों को जोड़ने वाली 
डिजिटल इंटरफेस तथा बिदुओ ंवाली 
पैलेट यानी पट्टी इस तर्क  में मदद करती 
ह।ै 
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इकाई 
3

अनुपात की संकेतन-
पद्धति (यानी नोटेशन)

इस इकाई में शिक्षार्थि यों की पिछली इकाइयों 
में बनी समझ को अनुपात की औपचारिक 
संकेतन-पद्धति के साथ जोड़ा गया ह।ै अनुपात 
की संकेतन-पद्धति, भिन्नों की संकेतन-पद्धति 
वाला प्रारूप ही इस्तेमाल करते ह ैऔर इसीलिए 
यह ज्यादा जरूरी हो जाता ह ैकि अनुपात की 
संकेतन-पद्धति के प्रतीकात्मक जोड़-तोड़ पर 
काम करके उसकी अंक‍गणित को भिन्नों की 
अंकगणित से अलग किया जाए।

इस इकाई में, शिक्षार्थी एक डिजिटल 
कार्य करते हैं, जिसमें आयतन पर 
काम करना शामिल ह।ै इसका उद्देश्य 
शिक्षार्थि यों में अनुपात के स्थिरांक का 
विचार बनाने में मदद करना ह।ै डिजिटल 
इंटरफेस शिक्षार्थि यों को इस बात का 
मौका उपलब्ध करवाता ह ैकि वे अलग-
अलग आकारों के बर्फ  के टुकड़ों को 
मिला कर अपना पेय पदार्थ को ठंडा 
बना सके। फिर से, चूंकि इस काम में 
बहुपरती तर्क  करना शामिल ह,ै इसलिए 
अलग-अलग आकारों के बर्फ  के टुकड़ों 
के डिजिटल इंटरफेस तथा गिलास 
में भर ेद्रव्य के आयतन के बदलाव में 
लचीलापन, पेचीदे तर्क  को करने में 
शिक्षार्थि यों की मदद करता ह।ै

इकाई 
4

अनुप्रयोग यानी 
एप्लीकेशन

यह इकाई मध्यवर्ती इकाई की तरह काम 
करती ह ैऔर यह वैकल्पिक ह।ै इसका प्रमुख 
जोर आनुपातिक तर्क  का गणित के दूसर ेक्षेत्रों 
जैसे सरल रखेीय समीकरण, प्रायिकता, मिश्र 
अनुपात तथा रूपांतरण आदि में इस्तेमाल 
करना ह।ै

इस इकाई में किसी भी तरह का 
डिजिटल संसाधन प्रयुक्त नहीं हुआ ह।ै 
लेकिन यह मार्गदर्शि का, कक्षा में चर्चा 
तथा दूसरी गति‍विधियों के लिए कुछ 
कार्यनीतियां उपलब्ध कराती ह।ै

इस मार्गदर्शि का का इस्तेमाल करना 

यह मार्गदर्शि का आनुपातिक तर्क  के माड्यूल की चारों इकाइयों के प्रत्येक पाठ का संक्षेप में एक अवलोकन उपलब्ध करवाती ह।ै 
मार्गदर्शि का के प्रत्येक भाग में माँड्यूल के एक पाठ पर चर्चा की गई ह ैऔर उस पाठ में से कुछ उदाहरण लेकर उन पर विस्तार से 
चर्चा की गई ह।ै उन उदाहरणों के संदर्भ में शिक्षार्थि यों की बहुत सारी कार्यनीतियों पर चर्चा की गई ह।ै व्यावहारिक पाठों के लिए, 
अध्‍यापको को हैंडआउट पाठों को पहले से अच्छे से पढ़-समझ लेना चाहिए तथा शिक्षार्थि यों के चिंतन के पूर्वानुमानों पर की गई 
चर्चाओ ंके आधार पर सामग्री तथा शिक्षाशास्त्रीय कार्यनीतियां भी तैयार कर लेनी चाहिए।
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इकाई 1: योगात्मक से गुणात्मक चिंतन की ओर  

इकाई का अवलोकन (ओवरव्यू) 
आनुपातिक तर्क  यह जानने का एक बेहतरीन संकेत ह ैकि शिक्षार्थी ने परिमेय संख्याओ ंतथा उससे जुड़े गुणात्मक संबंधों की समझ 
हासिल की ह ैया नहीं। इसी के साथ-साथ, यह गणित के ज्यादा पेचीदी अवधारणाओ ंकी बुनियाद भी रखता ह।ै गुणात्मक चिंतन 
की प्रक्रियाएं ऐसे हालातों से संबंधित होती ह ैजिनमें न्यायपूर्ण बंटवारा करना, पैमानीकरण, सिकोड़ना, नकल करना तथा घात के 
तौर पर बढ़ाना होता ह।ै बराबर हिस्सेदारी तथा न्यायपूर्ण बंटवार ेसे संबंधित शिक्षार्थि यों के विचारों को मजबूत करने से शुरूआत 
करते हुए यह इकाई ऐसे हालातों में गुणात्मक चिंतन को संबोधित करती ह ै जिनमें भिन्न के ज्ञान की जरूरत पड़ती ह।ै इसके 
साथ-साथ उदाहरणों का चयन भी इस तरह से किया गया ह ैकि वे गुणात्मक तथा योगात्मक चिंतन के बीच के टकराव को आगे 
बढ़ाएं। इसलिए यह इकाई किसी भी तरह के गुणात्मक चिंतन को विकसित करने की नींव रखती ह।ै 

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू) 
इस माँड्यूल के पहले पाठ में, शिक्षार्थी क्षेत्रफल मॉडल में बराबर हिस्सेदारी के जरिए न्यायपूर्ण हिस्सेदारी/बंटवार ेके विचार पर 
काम करेंगे। डिजिटल इकाई में शिक्षार्थी खाने के डिब्बे कर्मचारियों में इस तरह से बांटने में एक पात्र जमुनी की मदद करते हैं कि 
प्रत्येक को बराबर मात्रा में खाना मिले । आयताकार या गोलाकार खाने के डिब्बे शिक्षार्थि यों को बराबर आकार के हिस्सों में काटने 
का मौका देते हैं। इसमें शिक्षार्थी खाने के डिब्‍बों को बराबर हिस्सों में बांटने के लिए, चित्र बना कर क्षेत्रफल को बांटना सीखेंगे। 
इसके बाद वे उन हालातों को पहचानना सीखेंगे जिनमें बराबर हिस्सों को दर्शाया जाता ह।ै यह इकाई ऐसे हालातों को शिक्षार्थि यों 
के सामने रखेगी,‍ जिनमें अगर उन्होंने योगात्मक तरीके से तर्क  किया तो वे गलत बंटवारा कर देंगे। इस तरह का अनुभव उनके लिए 
योगात्मक से आनुपातिक तर्क  की तरफ बढ़ने में मील के पत्थर का काम करगेा।  
 
सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे:
•	 समूहों के बीच में तथा समूहों कें  अंदर दी गई मात्राओ ंमें तुलना करके योगात्मक तथा गुणात्मक संबंधों में अंतर करना। 
•	 एक समूह में प्रत्येक व्यक्ति के हिस्से के बार ेमें निर्णय करने के संदर्भ में प्रासंगिक मात्राओ ंके बीच गुणात्मक संबंधों की 

पहचान करना। 
•	 किसी खास समूह के एक सदस्य के हिस्सें के साथ जोड़ते हुए बड़़े अनुपात को पहचान कर, दो अलग-अलग हिस्सेदारी करने 

के हालातों में अनुपातों की तुलना करना। 
•	 मात्राओ ंके बीच गणितीय संबंधों के आधार पर उनके घटने या बढ़ने के बार ेमें निर्णय लेना तथा उन निर्णयों के कारण 

बताना।

पाठ 1.1 : जामुनी ने सीखा साझा करना
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इकाई का विवरण 

क्र. पाठ का नाम पाठ का प्रकार पाठ का विवरण

1.1 जामुनी ने 
सीखा साझा 
करना

डिजिटल पाठ शिक्षार्थी इस पाठ में न्यायपूर्ण तथा बराबर बंटवार ेकी अवधारणा समझेंगे। वे कटिंग 
टूल का इस्तेमाल यह पक्‍का करने के लिए करेंगे कि केक को अलग-अलग हिस्सों में 
कैसे काटा जा सकता ह ैऔर उसे व्यक्तियों की समान संख्या में अलग-अलग तरीकों 
से कैसे बांटा जाता ह?ै
इन समस्याओ ंमें शिक्षार्थि यों को कटे हुए टुकड़ों का संबंध भिन्नात्मक प्रस्तुतीकरण 
के साथ जोड़ना पड़ता ह ैऔर एक व्यक्ति को मिलने वाला हिस्सा पहचानने के लिए 
उसे मिलने वाले सभी टुकड़ों को मिलाना पड़ता ह।ै

1.2 तुलना करना 
तथा बाँटना

डिजिटल पाठ इसमें शिक्षार्थी समूहों के बीच परांठे बांटने के लिए ग्रुपिग टूल का इस्तेमाल करना 
सीखेंगे। 
वे अपने भिन्नों के ज्ञान का इस्तेमाल करते हुए प्रत्येक व्यक्ति को मिले खाने के 
अनुपात की तुलना करेंगे। 
इसमें शिक्षार्थी, खाने की सभी चीजों की हिस्सेदारी/बंटवार ेके हालातों में बराबर 
अनुपात हासिल करने के लिए, मात्राओ ंतथा मात्राओ ंके बीच संबंधों के बार ेमें तर्क  
करेंगे।

1.3 समूहों के 
बीच में बराबर 
साझा करना

डिजिटल पाठ इसमें शिक्षार्थी बराबर अनुपात के हालातों में कीमत का पता लगाना सीखेंगे। वे 
खाने को व्यक्तियों में बांटने के बजाय व्यक्तियों के समूह में बांटेंगे। यह काम एक 
बार फिर शिक्षार्थि यों को गुणात्मक तर्क  का इस्तेमाल करने का अवसर उपलब्ध 
करवाएगा।

गणितीय विचारों पर चर्चा

इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को इन कामों के इर्द गिर्द चर्चा को केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय रास्ते (यानी ट्रेजेक्टरीज) 
को समझने के लिए लिए सुराग उपलब्ध करवाते हैं।
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काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा शिक्षार थ्ि यों के सीखने में मदद करने वाली 
संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: इस गतिविधि का मकसद 
शिक्षार्थि यों को कटिंग टूल यानी काटने के 
औजार से परिचित करवाना तथा भिन्नात्मक 
मात्राओ ंका मतलब समझने में मदद करना 
ह।ै यहां पर शिक्षार्थी तीन केकों को न्यायपूर्ण 
तरीके से काट कर चार बच्‍चों में बांटते हैं। कुछ 
खास शब्‍दावली जैसे, हिस्सा और न्यायपूर्ण 
हिस्सा आम बोलचाल में भी काम में लिया 
जाता ह ैइसलिए इन पर खास तौर पर ध्यान 
देने की जरूरत ह।ै न्यायपूर्ण हिस्सें का मतलब, 
आम बोलचाल में जरूरतमंद को ज्यादा आवंटन 
करना होता ह।ै लेकिन, गणितीय तौर पर 
न्यायपूर्ण का मतलब प्रत्येक के एक समान 
मात्रा देना होता ह।ै यहां पर गणितीय मतलब 
का इस्तेमाल किया गया ह।ै 
तोड़ना या समान हिस्सेदारी करना  एक केन्द्रीय 
कौशल ह ैजो गुणात्मक चिंतन की बुनियाद 
रखता ह,ै और यही वजह ह ैकि हमने यहां 
पर इस पर अपना ध्यान केन्द्रित किया ह।ै 
इसीलिए, बराबर हिस्सें करते वक्त शिक्षार्थि यों 
का ध्यान केक के आकार की तरफ दिलाया 
गया ह।ै

शिक्षार्थी असली दुनिया में हिस्सेदारी/बंटवार ेसे परिचित होते हैं, और 
इसीलिए यह गतिविधि उन्हें इस बात का मौका उपलब्ध करवाती ह ैकि वे 
गणितीय काम-काज करने के अपने तरीकों का मेल औपचारिक गणितीय 
अभ्‍यासों के साथ कर पाएं। शिक्षार्थि यों के कुछ संभावित जवाबों के साथ 
किए जाने वाले शिक्षाशास्त्रीय काम नीचे सुझाए गए हैं। 
अ. आधे या चौथाई की मदद से बांटना/‍हिस्सें करना : जब भी हिस्सेदारी का 
मामला हमार ेसामने आता ह ैहम किसी भी चीज के आधा या चौथाई करने 
के आदी होते हैं। शिक्षार्थी भी यही करेंगे। इसमें हमार ेपास इन सवालों को 
पूछने का मौका होता ह ै: उन्हें कुल कितने आधे या चौथाई मिले ? प्रत्येक 
बच्चे को न्यायपूर्ण बंटवार/ेहिस्सेदारी के बाद कितने आधे या चौथाई मिले 
? क्या आधे या चौथाई करना हमेशा एक अच्छी कार्यनीति होती ह ै? किन 
हालातों में आधे व चौथाई करना काम नहीं आयेगा ? अगर आप केक के 
छोटे या बड़े हिस्सें करते हैं तो प्रत्येक व्यक्ति के हिस्सें पर क्या असर पड़ेगा 
?
b. असमान हिस्सेदारी : यह भी हो सकता ह ैकि शिक्षार्थी किसी एक पूर ेको 
प्रत्येक बच्चे में बांटना शुरू करें और अंत तक उन्हें असमान टुकड़ों में बांट दें। 
ऐसे मामलों में, अध्यापक उनके साथ इस बात पर चर्चा करें कि कटिंग टूल 
उन्हें क्या करने की इजाजत देता ह।ै यहां पर इस बात की भी चर्चा करें कि, 
कैसे किसी एक पूर ेके हिस्सों की इकाई का आकार छोटा करने पर, उसके 
कुल हिस्सों की संख्या बढ़ जाती ह।ै किसी भी इकाई का छोटा आकार, कैसे 
किसी एक पूर ेके, हिस्सों की संख्या बढ़ा देता ह।ै

गतिविधि-2: इस गतिविधि‍ का मक्सद 
शिक्षा‍र्थि यों को ग्रुपिग टूल यानी समूहीकरण 
के औजार से परिचित करवाना ह।ै इस काम 
में शिक्षार्थि यों को पहले हिस्सें के आकार की 
कल्‍पना करनी ह ैऔर फिर अपने जवाब को 
प्रमाणित करने के लिए हकीकत में समूहीकरण 
करके हिस्सें का पता लगाना ह।ै

रोजमर्रा की जिदगी में बराबर-हिस्सें का विचार समूहीकरण के साथ जुड़ा 
रहता ह।ै व्यस्क के तैार पर, किसी चीज की एक इकाई की कीमत जानने से 
पहले हम एक आधे या एक चौथाई की कीमत का पता लगाने के आदी होते 
हैं। हम हमेशा एक हिस्सें की कीमत जानने की कोशिश नहीं करते बल्कि 
हिस्सों के समूह की कीमत का पता लगाने की कोशिश करते हैं। उदाहरण 
के लिए, अगर हम 12 अंडों की कीमत जानते हों और हमें 3 अंडों की कीमत 
का पता लगाना हो तो पहले हम 6 अंडे (कुल अंडों के आधे) की कीमत 
निकालते हैं, फि‍र उसका आधा करके 3 अंडों की कीमत का पता लगा लेते 
हैं। हालांकि, पाठ्यपुस्तकीय तौर तरीके हमेशा हमें यह सुझाते हैं कि पहले 
एक चीज की कीमत का पता लगाने के बाद कई सारी चीजों की कीमत 
निकालनी चाहिए। इस काम की बुनियाद ऐसे ही समूहीकरण के कौशलों पर 
रखी गई ह।ै अध्यापक अपनी चर्चा को समतुल्यता बनाए रखने के इर्द गिर्द 
केन्द्रि‍त रख सकते हैं। जब व्यक्ति दो समूह बनाते हैं, तब पूर ेका आधा किया 
जाता ह ैऔर प्रत्येक समूह के लिए लिया गया केक, पूर ेसमूह के लिए लिए 
गए केक का आधा होगा। 

गतिविधि-3: चूंकि पिछली गतिविधियों में 
शिक्षार्थी कटिंग तथा ग्रुपिग के औजारों का 
इस्तेमाल कर चुके हैं, इसलिए यह गति‍वि‍धि 
उससे एक कदम आगे बढ़ती ह,ै जिसमें 
शिक्षार्थी केक को एक से ज्यादा तरीकों से 
काटते हैं तथा प्रत्येक व्यक्ति के हिस्सें को 
जोड़ना सीखते हैं। 

इसमें काम में लिया गया तरीका गतिविधि-1 के तरीके जैसा ही ह ैजिसमें 
हिस्सेदारी सरल भिन्न में नहीं ह।ै हालांकि, चुनी हुई संख्याएं केक के 
संभावित वितरण की इजाजत देती ह,ै और सबसे महत्त्वपूर्ण बात यह ह ैकि 
उसमें से किसी को भी आधे या चौथाई के हिस्सें करके नहीं हासिल किया 
जा सकता ह।ै यह गतिविधि जानबूझ कर एक खास मक्सद से पहली 
ग‍तिविधि से एकदम विपरीत बनाई गई ह।ै अगर जरूरत हो तो, अध्यापक 
नीचे दिया गया रखेाचित्र बना सकते हैं और अलग-अलग इकाई के आकारों 
के आधार पर अलग-अलग तरह से हो सकने वाली हिस्सेदारी पर चर्चा कर 
सकते हैं। 
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स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

गतिविधि-4: यह गतिविधि शिक्षार्थि यों को 
अनुमान से अनुपात के विचार का इस्तेमाल 
करने का मौका देती ह।ै उन्हें व्यक्तियों के समूह 
बनाने के लिए सुराग दिए जाते हें और इसके 
बाद वे दिए गए केकों को समूहों के बीच तथा 
उसके बाद समूह के सदस्‍यों के बीच बांटते हैं। 
संख्याओ ंको अलग से बाहर निकाल कर काम 
करने के बजाए शिक्षार्थी यह इसके बराबर या 
तुल्य ह,ै के विचार पर काम करते हैं। 

इस गतिविधि का मुख्य बिदु असमान समूह बनाना तथा प्रत्येक समूह को 
दिए जाने वाले केक की संख्या का पता लगाना ह ैताकि प्रत्येक बच्चे  को 
बराबर हिस्सा मिले। इसमे एक आम गलती यह होती ह ैकि प्रत्येक समूह 
के सदस्‍यों की संख्या को ध्यान में लिए बगैर दो समूहों में बराबर केक बांट 
दिए जाते हैं। अध्यापक समूहों के अलग-अलग आकार पर जोर देते हुए, 
उन्हें मिलने वाले केक के अलग-अलग हिस्सों की तरफ ध्यान दिला सकते 
हैं। एक दूसरी समस्या जो सामने आती ह ैवह यह ह ैकि शिक्षार्थी 4 के 
समूहों के आकार में फर्क  की तरफ ध्यान तो दे देते हैं लेकिन वे हिस्सों को 
तय करते वक्त योगात्मक तर्क  करते हैं। एक संभावित गलत जवाब 2 व 6 
बच्चों के लिए क्रमश: 4 तथा 8 केक हो सकता ह।ै समूहों के आकार के बीच 
गुणात्मक संबंध का पता लगाने का सही तरीका यह ह ैकि, 6 का समूह 2 
के समूह की तुलना में 3 गुना ह,ै इसका इस्तेमाल जवाब के हिस्सें का पता 
लगाने में किया जाए। (क्रमश: 3 केक तथा 9 केक).

गतिविधि-5: जैसे जैसे शिक्षार्थी डिजिटल 
संसाधन के सभी टूलों या औजारों से परिचित 
हो जाते हैं, यह गतिविधि उन्हें इस बात का 
मौका देती ह ैकि वे खुद गुणात्मक ढांचे बनाने 
पर अपना ध्यान केन्‍द्रि‍त कर सकें ।

यह आकलन की गतिविधि ह ैजिसमें रचनात्‍मकता की गुंजाइश ह।ै मुमकिन 
ह ैकि इसमें शिक्षार्थी पेचीदा बंटवारा प्रस्‍तावित कर,े जैसे कि 10 बच्चों में 9 
केक बांटना, तब इस गतिविधि को पूरा करने में काफी वक्त लग सकता ह।ै 
कुछ प्रतिबंध लगाने के लिए, शिक्षार्थि यों को पहले एक न्यायपूर्ण हिस्सेदारी/
बंटवार ेके लिए गुणात्मक हालात बनाने के लिए कहा जा सकता ह,ै और 
उसके बाद उन्हें समूह बनाने तथा प्रत्येक समूह को मिलने वाले हिस्सें का पता 
लगाने का सुराग दिया जा सकता ह।ै

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

1. एक ऐसी कार्यनीति का पूर्वानुमान लगाइए, जिसे आपके शिक्षार्थी शायद आपकी कक्षा में गतिविधि-1 तथा 3 के लिए 
इस्तेमाल करें। ऐसे सवालों की सूची बनाइए जिन्हें आप उस कार्यनीति के बार ेमें पूछना चाहेंगे। 

2. गतिविधि-4 के लिए, सभी संभावित बांटने के तरीकों (सही या गलत) का पता लगाइएं, जिन्‍हें शिक्षार्थी प्रत्येक समूह को केक 
बांटते वक्त काम में ले सकते हैं। 

3. सभी गतिविधियों के हो जाने के बाद नीचे दिए गए बिदुओ ंपर पुनर्चिं तन कीजिए। 
•	 इस पाठ पर काम करते वक्त शिक्षार्थि यों ने जिन चुनौतियों का सामना किया हो, उनमें से तीन की सूची बनाइए। 
•	 उन तीन कार्यनीतियों(सही या गलत) की सूची बनाइए जिनकी आपको शिक्षार्थि यों से बिल्कु ल उम्मीद नहीं थी।
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S02 चिंतनशील गणित शिक्षण 

इकाई 1: योगात्मक से गुणात्मक चिंतन की ओर

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू) 
इस पाठ में, शिक्षार्थी क्षेत्रफल मॉडल की मदद से बराबर हिस्सेदारी के जरिए न्यायपूर्ण बँटवार ेके विचार पर काम करना जारी 
रखेंगे। वे कर्मचारियों के बीच खाने के डिब्‍बों को इस तरह से बाँटने में जमुनी की मदद करेंगे कि प्रत्येक को बराबर मात्रा में खाना 
मिल सके। गोल या आयताकार आकार के खाने के डिब्बे शिक्षार्थि यों को उन्हें बराबर हिस्सों में बाँटने का मौका उपलब्ध करवाते 
हैं। शिक्षार्थी दृश्य का इस्तेमाल करते हुए, क्षेत्रफल को बांट कर खाने के डिब्बों को बराबर हिस्सों में बांटना सीखते हैं। इस पाठ में, 
जामुनी अपने अभिभावकों के कार्यस्थल पर जाती ह ैऔर बराबर हिस्सेदारी से जुड़ी, खुद की समझ का इस्तेमाल खाने के डिब्बों 
को कर्मचारियों के बीच बाँटने में करती ह।ै यहाँ पर जामुनी यह पहचान जाती ह ैकि भवन निर्माता और कुछ दूसर ेव्यक्ति योगात्मक 
तर्क  का इस्तेमाल कर रह ेहैं, जो कि गलत ह।ै इसके बाद, शिक्षार्थी अनुपात व उनकी आपसी तुलना को समझने के लिए दो समूहों 
में काम करते हैं। 

सीखने के उद्देश्य 
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे,  
•	 दी गई मात्रा को काटने के औजार(यानी कटिंग टूल) की मदद से समूहों में बाँटना। 
•	 किसी खास समूह और उसके सदस्‍यों के साथ जुड़े हुए सबसे बड़े अनुपात को पहचान कर, हिस्सेदारी करने के दो अलग-

अलग हालातों में अनुपातों की तुलना करना
•	 मात्राओ ंके बीच गणितीय संबंधों के आधार पर मात्रा में बढ़त या घटत के बार ेमें निर्णय लेना और उन निर्णयों के लिए तर्क  

देना। 
•	 हमेशा योगात्मक ढंग से न समझ कर, जरूरत पड़ने पर हालातों को गुणात्मक ढंग से समझना 

गणितीय विचारों पर चर्चा 
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी रास्ता 
या ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

काम और उसकी गणितीय 
प्रासंगिकता

शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा शिक्षार थ्ि यों के सीखने में मदद करने वाली संभावित 
कार्यनीतियां

गतिविधि-1: एक भवन निर्माता, 
व्यक्तियों तथा खाने के डिब्‍बों वाले इस 
सवाल में योगात्मक संबंधों का इस्तेमाल 
करता ह ैऔर इस नतीजे पर पहुंचता 
ह ैकि 5 व्यक्तियों में बाँटे गए 4 पराठे 
और 6 व्यक्तियों में बाँटे गए 5 पराठे, 
दोनों ही एक समान हालात होते हैं। 
चूंकि व्यक्तियों तथा चीजों की संख्या, 
दोनों ही मामलों में अंतर 1 का होता 
ह,ै इसलिए यह एक आम तौर पर की 
जाने वाली गलती होती ह।ै हमें यह याद 
रखना चाहिए कि दो मात्राओ ंमें अंतर 
निकालना, उस हालात को योगात्मक 
नजरिए से देखने का तरीका ह।ै इस पाठ 
में हमारा स्पष्ट रूप से लक्ष्य यह ह ैकि 
शिक्षार्थि यों को हालातों को गुणात्मक 
ढंग से समझने के लिए प्रशिक्षित किया 
जाए।

अ. एक परांठा कम : प्रत्येक समूह में, पराठों की संख्या उस समूह के सदस्‍यों की 
संख्या से सिर्फ  एक कम ह।ै योगात्मक तरीके से, ये दोनों हालात समकक्ष, यानी 
एक समान हैं, लेकिन इसका यह मतलब कतई नहीं ह ैकि उस समूह के प्रत्येक 
कर्मचारी को पराठों का एक समान हिस्सा मिलेगा। चलिए हम मान लेते हैं कि दो 
समूहों में क्रमश: m और n व्यक्ति हैं। 
अब उन व्यक्तियों में पराठे बांटने का मतलब यह ह ैकि प्रत्येक को पूर ेपराठे से 
थोड़ा सा कम मिलेगा, और यह जो प्रत्येक को थोड़ा सा कम कम पराठा मिला ह,ै 
उन सभी को अगर मिला दें तो एक पूरा परांठा बन जाएगा। जब m – 1 पराठे को 
m व्यक्तियों के बीच बांटा जाता ह ैतो प्रत्येक व्यक्ति को 1 पराठे से थोड़ा कम 
पराठा मिलता ह,ै हम कह सकते हैं कि उसे 1/m पराठा कम मिलता ह।ै इसी तरह 
से n व्यक्तियों के समूह में यही तर्क  लागू होगा और प्रत्येक व्यक्ति को  1 – 1/n 
पराठा कम मिलेगा। 

लेकिन, चूँकि m ≠ n, (1 – 1/m) ≠ (1 – 1/n), इसलिए, भले ही योगात्मक तौर पर 
दोनों हालात समान प्रतीत हों लेकिन वे गुणात्मक तौर पर बराबर नहीं हैं और दोनों 
समूहों में से एक समूह में से प्रत्येक का हिस्सा दूसर ेसमूह के व्यक्तियों के हिस्सों के 
बराबर नहीं ह।ै

पाठ 1.2: तुलना करना तथा बांटना
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गतिविधि-2: यह गति‍विधि भी पहली 
गतिविधि जैसी ही ह ैऔर उसी तर्क  पर 
आधारित ह।ै इसमें पराठों की संख्या 
प्रत्येक समूह में कर्मचारियों की संख्या 
से 3 कम ह।ै

एक बार फिर  से, शिक्षार्थी दो हालातों के बीच असमानता का पता लगाने के दो 
तरीके हैं। 
अ. हिस्सें का पता लगाना : काटने के औजार (यानी कटिंग टूल) की मदद से 
शिक्षार्थी प्रत्येक समूह के प्रत्येक  कर्मचारी के हिस्सें का पता लगा सकते हैं। इसके 
बाद, मापने के औजार (यानी मेज़र टूल) से शिक्षार्थी यह पता लगा सकते हैं कि 
दोनों बराबर नहीं हैं।  
काटने के अलग-अलग संभावित तरीकों में पराठों को यह जानने के लिए आधा या 
चौथाई  करना शामिल ह ैकि प्रत्येक को एक आधा मिलेगा और बाकी 4 आधे उनके 
बीच बाँटे जाने के लिए बचे  रहेंगे(5 पूर ेमें 10 आधे) जबकि 6 व्यक्तियों के समूह में 
प्रत्येक व्यक्ति को सिर्फ  एक आधा ही मिलेगा। 
ब. अंतर को बाँटना : इस कार्यनीति को डिजिटल औजार से इस्तेमाल नहीं लिया 
जा सकता ह ैलेकिन इसे सोचने में काम लिया जा सकता ह।ै प्रत्येक हालात में, 
व्यक्तियों की संख्या सं 3 पराठे कम होंगे। यह बचे हुए तीन पराठे 8 व्यक्तियों 
और 6 व्यक्तियों पर अलग-अलग गुणात्मक असर डालेंगे, भले ही उनके बीच का 
योगात्मक असर समान हो । [गतिविधि 1 में की गई चर्चा को पढ़ें। ]

गतिविधि-3: यह दूसर ेकामों की तुलना 
में सबसे सीधा सादा काम ह।ै इसमें एक 
समूह में उसके सदस्यों की संख्या की 
तुलना में एक पराठा ज्यादा  ह ैतो दूसर े
समूह में एक पराठा कम  ह।ै यह हालात 
योगात्मक तरीके से भी असमान ह।ै 
गणितीय तौर पर, यह एक  सीधी समझ 
ह ैकि एक पूर ेसे थोड़ा सा ज्यादा एक 
पूर ेसे थोड़े से कम से हमेशा ही ज्यादा 
होगा। 

हो सकता ह ैकि शिक्षार्थी सिर्फ  दोनों संख्याओ ंमें 1 का अंतर देखें, लेकिन हमें उन्हें 
इस बात को समझने के लिए प्रशिक्षि‍त करना ह ैकि ये हालात गुणात्मक संदर्भ में 
असमान हैं। इसके लिए इस्तेमाल किए जाने वाले अलग-अलग सुराग कुछ इस तरह 
के हो सकते हैं : 
i. पराठों की संख्या व्यक्तियों की संख्या से ज्यादा ह।ै इस बात का क्या मतलब ह ै
?
ii. पराठों की संख्या व्यक्तियों की संख्या से कम ह।ै इस बात का क्या मतलब हो 
सकता ह ै?
iii. अंश के ज्यादा होने या हर के बड़े होने के संबंध में पहले से सीखे गए नियमों का 
हवाला दें। मात्राओ ंके संदर्भ में इसका हकीकत में क्या मतलब होता ह ै? 
iv. क्या इसका मतलब यह होता ह ैकि सभी साधारण भिन्न (जिसमें अंश हर से 
छोटा होता ह)ै हमेशा एक पूर ेसे छोटा होता ह ै?
v. सबसे बड़े साधारण भिन्न का पता लगाएं।

गतिविधि-4: यह एक अकेली गतिविधि‍ 
ह ैजिसमें खाना बांटने के दो हालात 
योगात्मक तौर पर असमान नजर आते 
हैं लेकिन वे हालात गुणात्मक तौर पर 
बराबर हैं।

ऐसे शिक्षार्थी जो अभी भी इस हालात को योगात्मक तरीके से समझते हैं वे इसे 
असमान ही समझेंगे। हालांकि, चौथाई हिस्सें में बाँटने से वे इस बात को समझ पाते 
हैं कि प्रत्येक व्यक्ति का हिस्सा कितना ह।ै शिक्षार्थि यों को इन चीजों को बाँटने के 
तरीकों की सावधानीपूर्वक खोजबीन करनी पड़ेगी। जैसा कि गतिविधि 1 में दिखाया 
गया ह ैकि शिक्षार्थी आधों से शुरू कर सकते हैं और उसके बाद चौथाई में बाँट 
सकते हैं। जैसे जैसे संख्याएं थोड़ी बड़ी होती जाएंगी, इस तरीके में ज्यादा वक्त 
लगने लगेगा। अध्यापक इस गतिविधि में समूहीकरण की कार्यनीति का इस्तेमाल 
करने पर चर्चा शुरू कर सकता ह।ै 12 कर्मचारियों के लिए 9 पराठों को 4 व्यक्तियों 
के तीन समूह तथा प्रत्येक समूह के लिए 3 पराठे के तौर पर समझा जा सकता ह।ै 
इसी तरह, 8 व्यक्तियों के लिए 6 पराठों को 4-4 व्यक्तियों के 2 समूह तथा प्रत्येक 
समूह के लिए 3 पराठे के तौर पर समझा जा सकता ह।ै

गतिविधि-5: यह इस पाठ का 
आकलन ह,ै इससे हमें यह समझने में 
मदद मिलेगी कि शिक्षार्थि यों ने इन 
गति‍विधियों से कितना सीखा ह?ै

शिक्षार्थि यों को अपने आप काम करने दें। कक्षा में चारों तरफ घूमते हुए शि‍क्षार्थि यों 
द्वारा अपनाई जा रही कार्यनीतियों पर नजर रखें।

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन 

•	 योगात्मक तथा गुणात्मक हालातों के बीच अंतरों के बार ेमें आप क्या समझते हैं, बताइये। 
•	 क्या आप दो ऐसे हालातों के बार ेमें बता सकते हैं जो गुणात्मक तौर पर बराबर हों और योगात्मक तौर पर भी बराबर हों ? 

अपनी प्रकिया का वर्णन करें। 
•	 भिन्न क्या हैं ? वे अनुपात के समान या उससे अलग कैसे होते हैं ?
•	 गतिविधि 1 और 2 के लिए शिक्षार्थि यों द्वारा इस्तेमाल की जाने वाली कम से कम एक कार्यनीति बताईए। प्रत्येक कार्यनीति 

पर अपनी राय दीजिए।
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इकाई 1: योगात्मक से गुणात्मक चिंतन की ओर 

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)
इस डिजिटल इकाई की डिजाइन इस तरह से की गई ह ैकि इसमें शिक्षार्थी खाने के डिब्बों को कर्मचारियों के बीच बांटने में जामुनी 
की मदद करेंगे ताकि प्रत्येक व्यक्ति को खाने की बराबर मात्रा मिल सके। गोलाकार या आयताकार खाने के डिब्बे शिक्षार्थि यों को 
इस बात के मौके देंगे कि वे उन्हें बराबर आकार में काट सकें । इस पाठ में, शिक्षार्थी गुणात्मक तौर पर समतुल्य हालातों को गढ़ने 
में जामुनी की मदद करेंगे। एक दृश्य के तौर पर समझें तो हम कह सकते हैं कि वे दिए गए डिब्बों के क्षेत्रफल को बराबर हिस्सों 
में बांटना सीखेंगे। पाठ 2 में वे यह सीखेंगे कि दो हालात समतुल्य यानी आपस में एक समान हैं या नहीं।  यह पाठ इसी समझ पर 
आधारित ह ैऔर अनुपात की समझ की दिशा में एक कदम और आगे बढ़ाता ह।ै 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 
•	 समान अनुपात के हालातों में कीमतों का पता लगाना।  
•	 समूहीकरण की कार्यनीति पर जोर देते हुए गुणात्मक तर्क  को लागू करना। 
•	 व्यक्तियों के हिस्सें पता करने के विचार को व्यक्तियों के समूहों के हिस्सें पता करने के विचार तक फैलाना। 
•	 दिए गए हालातों में समान अनुपात में हिस्सें करने के लिए सवाल को डिजाइन करना। 
•	 समान अनुपात के हालातों को गढ़ने के लिए सोचने के तरीकों का विकास। 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
रास्ता या ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

पाठ 1.3: समूहों के बीच बराबर हिस्सेदारी करना
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काम और गणितीय 
प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा शिक्षार थ्ि यों के सीखने में मदद करने वाली संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: 
जामुनी को 4 
व्यक्तियों के बीच 
3 पराठों का बराबर 
बंटवारा करना 
ह ैऔर इसी के 
समतुल्य बंटवारा 
करके यह पता 
लगाना ह ैकि 
12 कर्मचारियों 
को कितने पराठे 
मिलेंगे। 
गणितीय तौर 
पर यह समस्या, 
आनुपातिक जोड़ों में 
चौथी अज्ञात राशि 
का पता लगाने 
जैसा ही ह।ै यहां पर 
संदर्भ के साथ दिए 
गए उदाहरण इस 
बात को दर्शाते हैं 
कि इन आनुपातिक 
संख्याओ ंका 
हकीकत में क्या 
मतलब होता ह।ै

हम समतुल्य हालातों का पता लगाने के लिए दो तरीकों से तर्क  कर सकते हैं। 
हिस्सेदारी करना : एक तरीका यह ह ैकि एक व्यक्ति के हिस्सें पर तथा वह समतुल्य हालात में 3/4 कैसे 
बना रहता ह,ै इस पर अपना ध्यान केन्द्रित किया जाए। इस मामले में शिक्षार्थि यों को अपना ध्यान 3 
और 4 के बीच गुणात्मक संबंधों पर केन्द्रि‍त करना चाहिए और इन्हीं संबंधों को 12 व्यक्तियों के मामले 
में हासिल करना चाहिए। उदाहरण के लिए, 1 का एक चौथाई 4 होता ह ैऔर यह तीन बार लिया जाता 
ह;ै ऐसे ही 12 का एक चौथाई 3 ह ैऔर इसे तीन बार लेने से हमें 9 मिल जाते हैं। इसीलिए, 12 व्यक्तियों 
के लिए 9 पराठा पहले हालात के समतुल्य हैं। 
समूहीकरण : इस तरीके में, शिक्षार्थी 12 व्यक्तियों के समूह में 4 व्यक्तियों का समूह तलाशने की 
कोशिश करते हैं, और इसके बाद प्रत्येक समूह के लिए पराठों की उस संख्या का पता लगाने की 
कोशिश करते हैं जिससे प्रत्येक समूह के परिस्थितियाँ, 4 व्यक्तियों के लिए 3 पराठे वाले परिस्थितियों 
के समतुल्य हो जाएं। 
टूल यानी औजार इस खास कार्यनीति को काम में लेता ह।ै इस कार्यनीति का इस्तेमाल करते वक्त, 
नीचे दी गई बातों को ध्यान में रखना चाहिए।  

जिन समूहों के लिए यह बंटवारा मुमकिन ह ै:
समूहीकरण 1: 4, 4, 4
सही बंटवारा : इसमें 3 उप-समूह हैं और प्रत्येक में 4-4 कर्मचारी हैं। इनमें से प्रत्येक समूह का हिस्सा 3 
पराठों के बराबर होना चाहिए। 
समूहीकरण 2: 2, 4, 6
सही बंटवारा : इसमें 6, 4 और 2 कर्मचारियों के 3 उप-समूह हैं। इन समूहों का हिस्सा क्रमश: 4 1/2, 3 
और 1 1/2 पराठा होना चाहिए। 
समूहीकरण 3: 2, 2, 8
सही बंटवारा : इसमें 2, 2 और 8 कर्मचारियों के 3 उप-समूह हैं। इन समूहों का कुल हिस्सा क्रमश: 1 
1/2, 1 1/2 और 6 पराठे होना चाहिए।
समूहीकरण 4: 4, 8
सही बंटवारा : इसमें 2 समूह हैं, 8 कर्मचारियों को 1 समूह तथा 4 कर्मचारियों को 1 समूह ह।ै 8 
कर्मचारियों के समूह को 6 पराठे तथा 4 कर्मचारियों के समूह को 3 पराठे मिलेंगे। 
समूहीकरण 5: 6, 6
सही बंटवारा : 6-6 कर्मचारियों के 2 समूह हैं। प्रत्येक समूह को 4 1/2 या 4.5 पराठे मिलेंगे।

गतिविधि-2: यह 
समस्या गतिविधि-
1 के समान ही 
ह।ै समूह A में 
2 पराठा तथा 4 
कर्मचारी हैं। समूह 
B में 10 कर्मचारी 
हैं। गणितीय तौर 
पर, यह समस्या 
शिक्षा‍र्थि यों के 
सामने नई चुनौती 
पेश करती ह,ै इसमें 
शिक्षार्थि यों को 4 
तथा 10 के बीच 
गुणात्मक संबंध का 
पता लगाना ह।ै

समतुल्य हालातों का पता लगाने के लिए दो तरह से तर्क  दिया जा सकता ह।ै 
हिस्सेदारी/बंटवारा: शिक्षार्थी देख सकते हैं कि पहले हालातों में 4 व्यक्तियों को 2 पराठे दिए गए हैं, और 
उसमें से प्रत्येक को 1/2 पराठा मिला ह।ै 10 कर्मचारियों में से प्रत्येक को 1/2 पराठा देने के लिए उन्हें 5 
पराठों की जरूरत पड़ेगी। 
समूहीकरण: समूहीकरण में समतुल्य भिन्न बनाने के लिए अगर शिक्षार्थी 4 कर्मचारियों के समूह से 
शुरूआत करते हैं तो वे 4 कर्मचारियों के 2 समूह बनाएंगे और 2 कर्मचारियों का एक समूह बनेगा। कोई 
भी यह समझ सकता ह ैकि दो कर्मचारियों के समूह को बाकी समूहों के समतुल्य बनाने के लिए उसे 4 
कर्मचारियों के समूह को दिए गए पराठों के आधे पराठे ही देने होंगे। यह समस्या गुणात्मक चिंतन की 
खूबसूरती को दर्शाती ह।ै जब 4 कर्मचारियों के प्रत्येक समूह को 2 पराठे मिलते हैं, तब 2 कर्मचारियों के 
एक समूह को 1 पराठा मिलता ह,ै और सार ेपराठे मिला कर 5 परांठे हो जाते हैं। 

जिन समूहों में बंटवारा मुमकिन ह,ै वे इस प्रकार हैं:
समूहीकरण 1: 8, 2
सही बंटवारा: 8 और 2 कर्मचारियों के 2 उप-समूह हैं। प्रत्येक समूह का हिस्सा क्रमश: 4 व 1 होना 
चाहिए। 
समूहीकरण 2: 5, 5
सही बंटवारा: 5 कर्मचारियों के 2 उप-समूह हैं। प्रत्येक समूह को 21/2 या 2.5 पराठे मिलेंगे। 
समूहीकरण 3: 3, 3, 4
सही बंटवारा: 3, 3 और 4 कर्मचारियों के 3 उप-समूह हैं। प्रत्येक समूह के हिस्सें में क्रमश: 11/2 या 1.5, 
1.5 तथा 2 पराठा आएगा। 
समूहीकरण 4: 2, 2, 6
सही बंटवारा: 2, 2 और 6 कर्मचारियों के 3 उप-समूह हैं। प्रत्येक समूह के हिस्सें में क्रमश: 1,1 और 3 
पराठे आएंगे।
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गतिविधि-3: यहां 
पर 2 पराठे तथा 4 
कर्मचारी हैं। समूह 
B में 9 कर्मचारी हैं। 
गणितीय तौर पर, 
यह गतिविधि वैसी 
ही ह ैजैसी गतिविधि 
1 ह।ै

फिर से, समतुल्य हालातों के लिए दो तरीकों से तर्क  किया जा सकता ह।ै 
हिस्सेदारी/बंटवारा: शिक्षार्थी देखते हैं कि पहले हालात में, 3 व्यक्तियों को 2 पराठे दिए जाते हैं, यानी 
कि प्रत्येक व्यक्ति को 1/3 पराठा दो बार मिलता ह।ै 9 कर्मचारियों में से प्रत्येक को 1/2 परांठा दिया 
जाना ह,ै तो उन्हें 9 बार 2/3 परांठा देने की जरूरत पड़ेगी। 2/3 + 2/3 + 2/3 + 2/3 + 2/3 + 2/3 + 2/3 
+ 2/3 + 2/3 = 18/3, ये कुल मिला कर 6 पराठे हो जाएंगे। 
समूहीकरण: शिक्षार्थी 9 कर्मचारियों में 3 के समूह बनाने की कोशिश करेंगे। 3 कर्मचारियों के 3-3 समूह 
बना लेने के बाद समतुल्यता को बरकरार रखने के लिए, अगर वे प्रत्येक समूह को 2 पराठे देते हैं तो उन्हें 
कुल मिला कर 6 पराठो की जरूरत पड़ेगी।. 
टूल खास तौर पर इसी कार्यनीति को काम में लेता ह।ै इस कार्यनीति का इस्तेमाल करते वक्त नीचे दी 
गई चीजों को ध्यान में रखें। 
 
जिन समूहों में बंटवारा मुमकिन ह,ै वे इस प्रकार हैं :
समूहीकरण 1: 3, 3, 3
सही बंटवारा: 3 उप-समूहों में, प्रत्येक में 3 कर्मचारी हैं। प्रत्येक समूह का हिस्सा 2 पराठों के बराबर होना 
चाहिए।  
समूहीकरण 2: 6, 3
सही बंटवारा: 6 और 3 कर्मचारियों के 2 उप-समूह हैं। इन समूहों का कुल हिस्सा क्रमश: 4 पराठा और 2 
पराठा होगा।

गतिविधि-4: यह 
सवाल इस पाठ के 
आकलन के लिए 
ह।ै शिक्षार्थि यों 
को इस सवाल को 
अपने आप करने के 
लिए पर्याप्त वक्त 
दें।

यहां पर यह उम्मीद की जाती ह ैकि शिक्षार्थी या तो समूहीकरण का या फिर हिस्सेदारी/बंटवारा के तर्क  
का इस्तेमाल करेंगे और जरूरत पड़ी तो कागज कलम भी काम में लेंगे। उन्हें इस सवाल में टूल की मदद 
नहीं लेने दी जाएगी। यह जानबूझ कर किया गया ह ैक्योंकि हम शिक्षार्थि यों में सोचने के तरीकों का 
विकास करना चाहते हैं। हम यह नहीं चाहते कि वे सिर्फ  डिजिटल टूल पर ही निर्भर हो जाएं। 

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

•	 एक ऐसी कार्यनीति का पूर्वानुमान लगाइए जिसे आपके शिक्षार्थी शायद आपकी कक्षा में गतिविधि-4 के लिए इस्तेमाल करें। 
ऐसे सवालों की सूची बनाइए जिन्‍हें आप उस कार्यनीति के बार ेमें पूछना चाहेंगे। 

•	
•	 गतिविधि-3 के लिए उन सभी संभावित समूहीकरणों(सही या गलत) का पता लगाइये, जिनका इस्तेमाल शिक्षार्थी प्रत्येक 

समूह को पराठा देते वक्त कर सकते हैं। 
•	
•	 सभी गतिविधियों को पूरा कर लेने के बाद, नीचे दिए गए संकेतों पर दोबारा विचार करें।
•	 इस पाठ पर काम करते वक्त शिक्षार्थि यों के सामने आने वाली तीन चुनौतियां लिखें।
•	 उन तीन कार्यनीतियों (सही या गलत) को लिखें जिनकी आपने शिक्षार्थि यों से बिल्कु ल उम्मीद नहीं की थी। 
•	
•	 इस हालात को देखें : 8 व्यक्तियों में 6 पराठे बांटने हैं। इसके समतुल्य हालात का पता लगाइए जब व्यक्तियों की संख्या 18 

हो। सभी संभावित समूहीकरण तथा प्रत्येक के लिए सही बंटवार ेपर चर्चा करिए।

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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इकाई 2: गुणात्मक तर्क

इकाई का अवलोकन (ओवरव्यू)
इस इकाई में, शिक्षार्थी ऐसी गति‍विधियों में शामिल होंगे, जो उनको तर्क  करने तथा गुणात्मक तरीके से सोचने की तरफ बढ़ने को 
बढ़ावा दे। शिक्षार्थी  हिस्सेदारी/बंटवार ेतथा बराबर बंटवार ेकी अपनी समझ को गढ़ेंगे और समानुपात की शब्‍दावली में सोचना 
शुरू करेंगे। इस इकाई में व्यावहारिक के साथ साथ डिजिटल गतिवि‍धियां भी होंगी। पैटर्न को दुबारा बनाने की डिजिटल गतिविधि 
शिक्षार्थि यों की मदद करगेी कि वे अपनी सूझ बूझ का इस्तेमाल कर पाएं तथा उसे पैमाने की मदद से घटा या बढ़ा पाएं। एक 
डिजिटल गतिविधि में रोजाना की जिदगी की कुछ परिस्थितियों के जरिए शिक्षार्थी की रोजमर्रा के हालातों में आनुपातिक तर्क  
की प्रासंगिकता का पता लगाने में मदद करगेी। मिश्रित काम आनुपातिक तर्क  के केन्द्र में रहते हैं। इस इकाई में, हम उनमें से कुछ 
पर और उनके बार ेमें शिक्षार्थि यों की तर्क  पर काम करेंगे। व्यावहारिक गतिविधियां, जैसे नक्शा बनाना शिक्षार्थि यों को अनुपातों 
के अनुप्रयोगों यानी एप्लीकेशनों(Applications) के बार ेमें जागरूक करता ह ैऔर प्रकरण की प्रासंगिकता को रखेांकित करता 
ह।ै व्यावहारिक गतिविधियां, शिक्षार्थि यों को इस बात के मौके देती ह ैकि वे अपने कामों को करते वक्त ठोस चीजों का इस्तेमाल 
कर सकें । शिक्षार्थि यों को कई संदर्भ में तथा अलग अलग प्रकार के कामों को करते वक्त गुणात्मक चिंतन के विचार की छानबीन 
करने का मौका मिलेगा।

पाठ का विवरण 

क्र अ�ाय का 
नाम पाठ का प्रकार पाठ का वर्णन

2.1 ज़्यादा मीठी 
चाय

व्यावहारिक 
गतिवि‍धियां

इस पाठ में असमान मात्राओ ंका इस्तेमाल करते हुए शिक्षार्थि यों को गुणात्मक 
चिंतन से परिचित कराया जाएगा। शिक्षार्थी अनुपातों में बराबरी को बरकरार रखते 
हुए समूहीकरण की कई कार्यनीतियों को काम में लेंगे। यहां पर, समान मात्राएं 
असमान प्रारूप में हैं, जिससे शिक्षार्थि यों को समान व असमान  मात्राओ ंमें लचीले 
तर्क  को विकसित करने का मौका मिलता ह।ै 
एक गतिविधि में बराबर अनुपातों को बरकरार रखते हुए गणना करने के लिए एक 
संदर्भ इस्तेमाल किया गया ह,ै और उसी संदर्भ को दूसरी गतिविधि में एक से ज्यादा 
अनुपातों से जुड़े तर्क  में इस्तेमाल किया गया ह।ै 

2.2 जामुनी ने हल 
की पहलेी

डिजिटल इस डिजिटल पाठ में शिक्षार्थि यों को ऐसे काम से परिचित करवाया जाएगा जिनमें 
पैमाने के गुणक का पता लगाने के साथ-साथ पैमाना बढ़ाना या घटाना भी शामिल 
ह।ै यह गतिविधि मूल तथा पैमाने के आधार पर घटाए या बढ़ाए गए पैटर्नों की 
इकाइयों में होने वाले बदलावों पर शि‍क्षार्थि यों को सोचने के लिए बढ़ावा देगी। 
इस डिजिटल पाठ में पैटर्न टूल को काम में लिया गया ह।ै यह टूल शिक्षार्थि यों की, 
पैटर्नों को पैमाने के आधार पर इस तरह से बढ़ाने व सिकोड़ने में मदद करगेा कि 
उनकी तस्वीर पहले जैसी ही दिखाई देती रह।े

2.3 जामुनी गई 
बाजार

डिजिटल इस पाठ में दी गई गतिविधियां गुणात्मक चिंतन की कार्यनीतियों को इस्तेमाल 
करने में शिक्षार्थि यों की मदद करगेी। इसमें समान मात्राओ ंका इस्तेमाल किया 
गया ह ैलेकिन उन्हें असमान भी किया जा सकता ह ैतथा शिक्षार्थी पैमाने वाले तथा 
वेक्टर वाले दोनों ही अनुपात काम में ले सकते हैं। ये गतिविधियां शिक्षार्थि यों को 
गुणात्मक चिंतन करने का मौका देगी तथा मात्राओ ंके साथ आनुपातिक संबंधों 
का इस्तेमाल करने का मौका देगी। ये गतिविधियां शिक्षार्थि यों को इस बात का 
भी मौका देगी कि वे समान मात्राओ ंकी तुलना करने के लिए आनुपातिक चिंतन में 
अलग-अलग तरह की कार्यनीतियों का इस्तेमाल करें। खरीदारी वाली समस्याएं 
शिक्षार्थी की अपनी रोजमर्रा की जिदगी से जुड़ती ह।ै ज्यामितीय आकारों की 
अवधारणाओ ंके साथ काम लेने से शिक्षार्थि यों की आनुपातिक समझ और मजबूत 
होती ह।ै यह ज्यामितीय आकृतियों की लंबाई तथा चौड़ाई के संदर्भ में ‘आं‍तरिक’ 
तथा ‘बाहरी’ अनुपात के बार ेमें सोचने में शिक्षार्थि यों की मदद करती ह।ै
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2.4 साहिर ने 
बनाया पोस्टर

व्यावहारिक 
गतिवि‍धियां

इस पाठ में, शिक्षार्थी समान मात्राओ ंका इस्तेमाल करते हुए गुणात्मक तर्क  
करना सीखेंगे। शिक्षार्थी गुणात्मक चिंतन तथा अनुपात-समानुपात के व्यावहारिक 
इस्तेमाल के साथ भी इसे जोड़ कर देखेंगे।

पाठ का ओवरव्यू
इस पाठ में, शिक्षार्थी गुणात्मक चिंतन की कई तरह की कार्यनीतियों का इस्तेमाल करना सीखेंगे। समूहीकरण तथा अनुपात का 
पता लगाना व उनकी आपस में तुलना करना इस पाठ की महत्त्वपूर्ण अवधारणाएं हैं। 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 
•	 अनुपात की बराबरी को बरकरार रखने के लिए समूहीकरण की अलग-अलग तरह की कार्यनीतियां विकसित करना। 
•	 समूहीकरण की कई तरह की कार्यनीतियां विकसित करना।  
•	 समान मात्राओ ंको असमान मात्राओ ंमें बदल कर जोड़-तोड़ करना।  
•	 समान तथा असमान मात्राओ ंमें लचीले तरीके से तर्क  करने की काबिलियत को विकसित करना। 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

यह पाठ समान मात्रा का इस्तेमाल करते हुए गुणात्मक चिंतन से शिक्षार्थि यों का परिचय करवाता ह।ै शिक्षार्थी अनुपात की बराबरी 
बनाए रखने के लिए समूहीकरण की कई तरह की  कार्यनीतियां विकसित करेंगे। यहां पर समान मात्राएं जैसे चीनी तथा चाय के 
साथ असमान तौर पर जोड़ तोड़ करते हैं जिससे शिक्षर्थि यों को समान तथा असमान मात्राओ ंके साथ लचीले ढंग से तर्क  करने का 
मौका मिलता ह ै

चीनी तथा चाय को दर्शाने के लिए दो अलग-अलग तरह के आकृतियों के सेट बना लें। चाय को दर्शाने के लिए आयत तथा चीनी 
को दर्शाने के लिए त्रिभुज तय कर लें। आप स्क्रीन पर दिखाई देने वाली आकृति जैसी तस्वीर बोर्ड पर बना सकते हैं जिसमें प्रत्येक 
संख्या एक कप चाय को दर्शाएगी। शिक्षार्थी बोर्ड पर दिखाए अनुसार कार्ड अपनी मेज पर जमाएंगे। इसके बाद आप सवाल पूछ 
सकते हैं और शिक्षार्थि यों को इस बात का मौका दें कि वे अपने समूह के साथियों के साथ मिल कर जवाब खोजें।

पाठ 2.1: ज़्यादा मीठी चाय
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काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा शिक्षार थ्ि यों के सीखने में मदद करने वाली 
संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: इस गतिविधि में, शिक्षार्थी 
एकसमान मिश्रण के नजरिए से अनुपात 
के विचारों पर काम करते हैं। आनुपातिक 
हालातों को बनाने या पहचानने के लिए 
समूहीकरण की अलग-अलग कार्यनीतियों 
के इस्तेमाल को आसानी से समझने के 
लिए चाय में चीनी मिलाने जैसे रोजमर्रा 
की जिदगी के एक काम का प्रयोग किया 
गया ह।ै  
कप-1 : चाय की 2 पैकेट और चीनी की 
1 पैकेट
कप-2 : चाय की 4 पैकेट और चीनी की 
2 पैकेट
कप-3 : चाय की 3 पैकेट और चीनी की 
2 पैकेट
कप-4 : चाय की 4 पैकेट और चीनी की 
3 पैकेट

इस काम में शिक्षार्थि यों को प्रत्येक चाय के कप का सावधानीपूर्वक अध्ययन 
करना ह ैऔर यह पता लगाना ह ैकि चार कपों में किस कप में सबसे ज्यादा चीनी 
ह।ै शिक्षार्थी आयतों तथा त्रिभुजों का इस्तेमाल करते हुए अपनी मेजों पर नीचे 
दिए गए संयोजन बनाएंगे। 

किस चाय में चीनी ज्यादा ह,ै यह जानने के लिए शिक्षार्थी प्रत्येक कप के लिए 
बनाए गए संयोजन को देखेंगे। उदाहरण के लिए, वे चीनी की एक पैकेट की  
चाय की दो पैकेटओ ंके साथ जोड़ी बना सकते हैं और इस पैटर्न की तुलना दूसर े
कपों के साथ कर सकते हैं। शिक्षार्थि यों को अपने आप छानबीन करने दें। जब 
वे इस सवाल पर काम कर रह ेहों तब आप उनकी कार्यनीतियों को दर्ज करने की 
कोशिश करें। 

अगर शिक्षार्थि यों को आगे बढ़ना मुश्किल लग रहा हो तो इस बात की तरफ 
उनका ध्यान दिलाए कि कप-1 और कप-2 में बराबर चीनी ह ैक्योंकि दोनों ही 
कपों में चीनी की 1 पैकेट के साथ चाय की 2 पैकेट काम में ली गई ह।ै 

कप-3 में, चीनी की 2 पैकेट के साथ चाय की 3 पैकेट काम में ली गई ह।ै जब 
इसकी तुलना कप-4 के साथ करते हैं, तो हम पाते हैं कि चाय की 3 पैकेट के 
साथ चीनी की 2 थैलियां मिलाई गई हैं, और बाकी बची चाय की 1 पैकेट के लिए 
चीनी की 1 पैकेट ह।ै इसलिए कप-3 की तुलना में कप-4 में ज्यादा चीनी ह।ै अब 
शिक्षार्थि यों से कहें कि वे इसी तरह से कप-3 तथा कप-1 (या कप-2) की तुलना 
करें। शिक्षार्थि यों से कहें कि वे अपनी कार्यनीतियों को अपने सहपाठियों के साथ 
साझा करें।

गतिविधि-2: यह गतिविधि पिछली 
गतिविधि का ही विस्तार ह,ै जिसमें 
शिक्षार्थि यों को एक कप चाय के लिए 
एक अनुपात दिया गया था और उनसे कहा 
गया था कि वे उसके समतुल्य कोई हालात 
बनाएं। ये सभी हालात  समानुपात की 
अज्ञात राशि वाली समस्याओ ंको दर्शाते 
हैं, जो कि आम तौर पर पाठ्यपुस्तकों में 
पूरी तरह से संख्यात्मक तथा अमूर्त ढंग से 
दी जाती ह।ै  

शिक्षार्थि यों को चाय की 6 पैकेट दी गई। उन्हें एक कप चाय बनाने के लिए चीनी 
की कितनी थैलियों की जरूरत पड़ेगी, अगर उनके कप की चाय  नीचे दिए कप के 
समान हों :  

•	 गतिविधि-1 में दिया गया कप-3 
•	 गतिविधि-1 में दिया गया कप-4 

इस समस्या को समझ कर हल करने के दो तरीके हैं। 
बाहरी अनुपात : समान अनुपात में मात्राएं बनाने के लिए राशियों का एक समूह 
दिया गया ह।ै उदाहरण के लिए, कप-3 में चाय की 3 पैकेट के लिए चीनी की 2 
थैलियां ह।ै चाय की 6 पैकेट से इसके समतुल्य चाय बनाने के लिए शिक्षार्थि यों 
को यह समझने की जरूरत ह ैकि कप-3 में अनुपात 3:2 ह ैऔर उन्हें अनुपात में 
समतुल्यता बरकरार रखने के लिए ?:2 का पता लगाना ह।ै इसे बाहरी अनुपात 
कहा जाता ह।ै फिर से, चूँकि अनुपात एक गुणात्मक अवधारणा ह ै इसलिए हमें 
6 और 3 के बीच में संबंध नहीं देखना ह ैकि 6,3 से 3 ज्यादा ह।ै बल्कि 6 को 3 
के दुगुने के तौर पर देखना ह।ै इसलिए स्‍वाद में समतुल्यता बरकरार रखने के 
लिए हमें चीनी की दुगुनी यानी 4 थैलियों की जरूरत पड़ती ह।ै 
आंतरिक अनुपात : इस समस्या को एक दूसर ेतरीके से समझने का तरीका यह 
ह ैकि इसमें यह पूछा जाए कि दी गई चाय की पुड़ि‍यों के लिए चीनी की कितनी 
थैलियों की जरूरत पड़ेगी। कप-3 में चाय की 3 पैकेट के लिए चीनी की 2 
थैलियां ह।ै अब चाय की 6 पुड़ियों के लिए हमें 2:3 के अनुपात में हमें चीनी की 
थैलियां तथा चाय की पैकेट चाहिए। फिर से, शिक्षार्थि यों को 2 व 3 के बीच के 
संबंध को गुणात्मक तौर पर देखना चाहिए। हम जानते हैं कि 2 पैकेट, 3 पैकेट 
की 2/3 होती ह,ै इसलिए स्‍वाद में समतुल्यता लाने के लिए हमें 6 पैकेट के 2/3 
की जरूरत पड़ेगी और उसमें 4 चीनी की थैलियां लेनी पड़ेंगी।
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गतिविधि-3: यह गतिविधि पिछली 
गतिविधि से ज्यादा पेचीदी ह।ै इसमें चाय 
की पैकेट तथा चीनी की पैकेट, दोनों की 
संख्या सीमित कर दी गई ह ैऔर पहले 
जहां एक कप चाय ही बनानी थी, इसमें 
उसी स्‍वाद वाली चाय के 4 कप बनाने 
हैं। इस का उद्देश्य समान अनुपात के साथ 
साथ पैमाने की मदद से बढ़ाने के विचार 
की जडें मजबूत करना ह।ै   

शिक्षार्थि यों को चाय की 15 पैकेट दी गई और चीनी की 11 थैलियां दी गईं और 
उन्हें कहा गया कि वे 4 कप चाय बनाएं, उसमें चीनी की मात्रा उतनी ही होनी 
चाहिए जितनी कि पहली गतिविधि के कप-4 में एक कप में थी। वे गतिविधि-2 में 
दिए गए तरीके से आंतरिक या बाहरी अनुपात का पता लगा सकते हैं। 
यहां पर अध्यापक इस बात को पक्‍का करने के लिए, कि शिक्षार्थी काम तथा 
समतुल्य अनुपात को समझ पा रह ेहैं, नीचे दिए गए सवाल पूछ सकते हैं।
•	 कप-4 में चाय की पैकेट के साथ चीनी का अनुपात क्या ह ै?
•	 कप-4 के समतुल्य स्‍वाद वाली चाय बनाने चाय की कितनी पुड़ि‍यों तथा 

चीनी की कितनी थैलियों की जरूरत पड़ेगी ?

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन
•	 अपनी कक्षा में आज हुई दो अलग-अलग चर्चाओ ंका वर्णन कीजिए।   
•	 आपने इन्‍हीं दो को क्यों चुना ?
•	 इन चर्चाओ ंकी गणितीय अहमियत क्या ह ै?
•	 इन घटनाओ ंके सामाजिक पहलू क्या हैं ?
•	 गतिविधि-1 में, ज्यादा चीनी वाली चाय बनाने के लिए जिन तरीकों का इस्तेमाल किया गया, उनमें से कुछ तरीकों को लिखिए ?
•	 गतिविधि-3 में जवाब का पता लगाने के कम से कम दो तरीके बताइए। किसी एक संभावित गलत जवाब का अनुमान लगाइए 

और उसके पीछे का तर्क  समझाइए। 
•	 क्या आपने शिक्षार्थि यों के सोचने के तरीके में किसी तरह के पैटर्न का दोहराव पाया? संक्षेप में लिखिए। 
•	 आनुपातिक तर्क  से आप क्या समझते हैं, अपने शब्‍दों में लिखिए। यह भी समझाइए कि चाय-चीनी के काम ने, आनुपातिक 

तर्क  को विकसित करने में कैसे मदद की। 
•	 ऐसे कई तरीके हैं जिनका इस्तेमाल करके शिक्षार्थी इन समस्याओ ंपर काम कर सकते हैं। हमने देखा कि उन्होंने ग्रुपिग टूल का 

इस्तेमाल कैसे किया। इसी तरह वे मात्राओ ंका समूह बना सकते हैं। चाय-चीनी की ऐसी एक समस्या बनाइए जिसमें इनमें से 
कुछ कार्यनीतियों को इस्तेमाल करने का मौका मिले।
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इकाई 2: गुणात्मक तर्क  

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)

पैमाने की मदद से घटाने और बढ़ाने का कौशल आनुपातिक तर्क  की जान ह।ै इस पाठ में, हम अपना ध्यान इस कौशल पर केन्द्रित 
करते हाै तथा इस कौशल के संख्यात्मक प्रस्तुतीकरण को मजबूत करते हैं। इस पाठ की गतिविधियां दिए गए पैटर्न को पैमाने के 
आधार पर घटा या बढ़ा कर गुणात्मक चिंतन करने में शिक्षार्थि यों की मदद करती ह।ै इस पाठ में दो तरह की गतिविधियां हैं। पहली 
तरह की गतिविधी में, दिए गए पैटर्न की बाहरी किनारी को पैमाने के आधार पर घटाना या बढ़ाना ह ैऔर शिक्षार्थि यों को उस पैटर्न 
को दोबारा बनाने के लिए पैमाने के गुणक का पता लगाना ह।ै दूसरी तरह की गतिविधियों में, पैमाने का गुणक दिया हुआ ह ैऔर 
शिक्षार्थि यों को उस गुणक के आधार दिए गए पैटर्न को बढ़ाना या घटाना ह।ै शि‍क्षार्थि यों को मूल तथा नए बनाए गए पैटर्न के बीच 
संबंधों के बार ेमें सोचने के लिए कहा जाएगा। इस काम के लिए बनाया गया डिजिटल औजार आनुपातिक तरीके से सोचने के 
लिए दृश्य तथा शब्दों के जरिए अर्थ आधारित मदद करता ह।ै  

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 
•	 द्वि आयामी पैटर्न को आनुपातिक ढंग से पैमाने के आधार पर घटाने या बढ़ाने के लिए गुणात्मक चिंतन का इस्तेमाल करना। 
•	 पैमाने के आधार पर पैटर्न को घटाने व बढ़ाने को इस्तेमाल करना तथा समझाना। ऐसा करते वक्त इस बात का ध्यान रखना 

कि पैटर्न का आकार पहले जैसा ही दिखाई देता रह।े 

गणितीय विचारों पर चर्चा

इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और उनके सीखने में मददगार संभावित 
कार्यनीतियां

पहले प्रकार का काम : पैमाने के आधार पर 
बढ़ाए या घटाए गए पैटर्न के जाल की किनारी 
नीचे दी गई ह ैतथा शिक्षार्थि यों से कहा गया 
कि वे जाल में दिए गए पैटर्न को दोबारा बनाने 
के बाद पैमाने के गुणक का पता लगाएं।

एक 9 x 9 का बाहरी जाल दिया गया 
ह।ै जाल को भरते वक्त शिक्षार्थि यों को 
अवलोकन करने को कहें। उनके साथ बातचीत 
करें: नया पैटर्न मूल पैटर्न से कितना गुना बड़ा 
होता ह ै?

नए पैटर्न को पैमाने की मदद से 3 के गुणक में बढ़ाया गया। आप शिक्षार्थि यों 
से नीचे दिए गए सवाल पूछ सकते हैं : 
	 •	 मूल पैटर्न में टाइलों की कुल संख्या कितनी ह ै?
	 •	 नए पैटर्न में कितनी टाइलें हैं? 
	 •	 पैटर्न को 3 के गुणक में बढ़ाने पर नए पैटर्न में 81 टाइलें 
क्यों हो जाती ह ै(जबकि मूल पैटर्न में 9 टाइलें थी)?

जब हमने इस गतिविधि को शिक्षार्थि यों के साथ करके देखा तो हमने कुछ 
चीजों सीखीं, जिन्‍हें आपकी मदद के लिए नीचे दिया गया ह।ै

•	 जब हम यह दिखने में एक समान पैटर्न की बात करते हैं तब हमें 
इस बात पर चर्चा करनी चाहिए कि इसका क्या मतलब होता ह।ै इसका 
मतलब होता ह ैकि जब हम किसी पैटर्न को एक अनुपात में बढ़ाते या 
घटाते हैं तब उसकी डिजाइन बरकरार रहनी चाहिए। 

	 -	 यहां पर दो आयामी आकृतियां इस्तेमाल की गई हैं, और 
जब हम कहते हैं कि इस पैटर्न को 3 के गुणक में पैमाने पर बढ़ाया जाए, तो 
इसका मतलब यह होता ह ैकि इसे दोनों आयामों में उस गुणक की मदद से 
बढ़ाया या घटाया जाए। इसलिए इस पैटर्न में टाइलों की संख्या 9 गुना बढ़ 
जाती ह।ै

G	 G	 G

G	 R	 G

G	 G	 R

पाठ 2.2: जामुनी ने हल की पहेली
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दूसर ेप्रकार के काम : इन कामों में, मूल पैटर्न 
को जिस पैमाने पर बढ़ाना ह,ै उसका गुणक 
दिया ह।ै नए पैटर्न के जाल की किनारी नहीं 
दी गई ह।ै शिक्षार्थी नया पैटर्न बनाएं तथा कुछ 
सवालों पर सोचें।

इस प्रकार की गति‍विधि का एक उदाहरण : 
दिए गए पैटर्न को 2 के गुणक में पैमाने पर 
कम करें तथा जाल में हरी तथा लाल टाइलें 
भरें।

शिक्षार्थि यों से कहा जाना चाहिए कि वे मूल 
तथा पैमाने के आधार पर कम किए गए पैटर्न 
की आपस में तुलना करें तथा दोनों पैटर्नों 
में हरी तथा लाल टाइलों में संबंध का पता 
लगाएं।

आप शिक्षार्थि यों से पूछ सकते हैं कि उन्होंने एक खास तरह का पैटर्न क्यों 
बनाया और यह कैसे तय किया कि उसमें कितने लाल व हरी टाइलें होंगी।
यह जरूरी ह ैकि शिक्षार्थी दोनों पैटर्नों के बीच के संबंधों को समझे। यह भी 
जरूरी ह ैकि वे इस बात को भी समझें कि जब एक पैटर्न को 3 के गुणक में  
बढ़ाया जाता ह ैतब उसमें इकाइयों की संख्या 9 गुना (3 × 3) बढ़ जाती ह ै
क्योंकि यह एक दो आयामी पैटर्न ह।ै 
एक काम में, पैमाने का गुणक एक भिन्नात्मक संख्या ह।ै आपको संभवत: 
उदाहरण लेकर शिक्षार्थि यों को 1/2, 1.5 (1 तथा 1/2) कौ पैमाने की मदद से 
बढ़ाने को समझाने में मदद करनी पड़े। 
टाइलीकरण एक तरह से छाप लगाने जैसा ह ैजिसमें दिए गए क्षेत्रफल को 
भरने के लिए हम पैटर्न को दोहराते हुए एक के बाद एक भरते जाते हैं। इसमें 
पैमाने की मदद से किसी तरह की घट-बढ़ नहीं की जाती। मुमकिन ह ैकि 
शिक्षार्थी पैमाने का इस्तेमाल किए बगैर दिए गए पैटर्न का टाइलीकरण कर 
दें। आप उनके साथ इस बात पर चर्चा कर सकते हैं कि पैटर्न को बढ़ाया 
या घटाया कैसे जाए, पैमाने के गुणक का क्या मतलब होता ह ैऔर उसका 
आनुपातिक तर्क  के साथ क्या संबंध ह।ै ये गति‍विधियां शिक्षार्थि यों को 
गुणात्मक तरीके से सोचने पर मजबूर करगेी क्योंकि यहां पर योगात्मक तरीके 
से तर्क  करना कम सूझ बूझ का काम ह,ै और अगर वे योगात्मक ढंग से सोचेंगे 
तो चाहा गया पैटर्न नहीं बना पाएंगे। 

आपके पूछने के लिए संभावि‍त कुछ पूरक सवाल नीचे दिए गए हैं :
•	 अगर आप पैमाने के आधार पर बढ़ाने को गणितीय कथन में दर्शाना चाह े

तो उसे कैसे दर्शाएंगे ? उदाहरण के लिए, 6 x 2  के आयत को पैमाने पर 
4 गुना बढ़ाना ह।ै इसे आप गणि‍तीय कथन के तौर पर कैसे दर्शाएंगे ?

•	 सिकोड़ने की प्रक्रिया को आप गणि‍तीय तौर पर कैसे दर्शाएंगे ?

R
R

R
R

R
R

R
R

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन
•	 अपनी कक्षा में आज हुई दो अलग-अलग चर्चाओ ंका वर्णन करिए।   
•	 आपने इन्‍हीं दो को क्यों चुना ?
•	 इन चर्चाओ ंकी गणितीय अहमियत क्या ह ै?
•	 इन घटनाओ ंके सामाजिक पहलू क्या हैं ?
•	 इन पैटर्नों को बनाते वक्त शिक्षार्थि यों को क्या-क्या मुश्किलें आती हैं ?
•	 पहले व दूसर ेप्रकार के कामों का अवलोकन करके बताइये कि कौनसा काम शिक्षार्थि यों के लिए आसान होता ह।ै समझाइए 

कि वह काम दूसर ेकाम की तुलना में आसान क्यों होता ह।ै  
•	 पैमाने पर संख्यात्मक तौर पर 3 के गुणक में बढ़ा कर, शिक्षार्थी टाइलों की संख्या कितनी बढ़ाएंगे ? 3 तक या 9 तक ? 

शिक्षार्थि यों को यह समझने में मुश्किल होती ह,ै इस बार ेमें आप क्या सोचते हैं ?
•	 शिक्षार्थि यों में समस्या समाधान के कौशलों को विकसित करने में प्रत्यक्ष अनुपात का विचार कैसे मदद करगेा ?
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इकाई 2:  गुणात्मक तर्क  

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)
इस पाठ में, शिक्षार्थी असमान मात्राओ ंके संदर्भ में गुणात्मक चिंतन की कार्यनीतियों का इस्तेमाल करेंगे। यह पाठ शिक्षार्थि यों में 
ज्यामितीय आकृतियों की अवधारणा को इस्तेमाल करते हुए, उनमें अनुपात की समझ को मजबूत करने की कोशिश करगेा। ये 
गति‍विधियां शिक्षार्थि यों को इस बात का मौका देंगी कि वे समान मात्राओ ंकी तुलना करने के लिए आनुपातिक चिंतन में अलग-
अलग कार्यनीतियों का इस्तेमाल कर सकें । 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे: 
•	 गुणात्मक चिंतन की कार्यनीतियों को लागू करना। 
•	 समान मात्राओ ंकी असमान मात्राओ ंकी तरह गणना करना तथा अदिश (स्के लर यानी पैमाने वाले) तथा सदिश (वेक्टर) 

अनुपातों का इस्तेमाल करना 
•	 मात्राओ ंके साथ आनुपातिक संबंधों का इस्तेमाल करना 

गणितीय विचारों पर चर्चा

पाठ 2.3: जामुनी गई बाजार
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काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और उनके सीखने में मददगार 
संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: यह गतिविधि इकाईकरण तथा समूहीकरण 
पर अपना ध्यान केन्द्रि‍त करती ह।ै इसमें शिक्षार्थी या तो 
किसी एक चीज की कीमत का पता लगाएंगे व उसके 
बाद कई चीजों की कीमत निकालेंगे या फिर अंडों की 
एक और एक आधी ट्रे की कीमत का पता लगाने के लिए 
सुविधाजनक समूह बनाएंगे। इकाईकरण शिक्षार्थि यों 
को इस बात का मौका देता ह ैकि वे एक के अलावा भी 
इकाइयां बना सकें । उदाहरण के लिए, 1 अंडे की इकाई के 
तौर पर तथा एक आधी ट्रे की तीन आधे के तौर पर कीमत 
का पता लगाने की तुलना में 6 अंडों की कीमत का पता 
लगाना ज्यादा फायदेमंद ह।ै  

काम कुछ इस तरह से ह ै: 
जामुनी और उसकी दोस्‍त एक अंडे की दुकान पर हैं। वे 
दोनों अंडों की एक ट्रे देखती हैं। प्रत्येक ट्रे में 12 अंडे हैं और 
उसकी कीमत 36 रूपये ह।ै अब, अगर वे एक ऐसी अंडे 
की ट्रे खरीदना चाहें जिसमें इस ट्रे की तुलना में एक व एक 
आधे गुना यानी डेढ़ गुना अंडे हों तो उन्हें कितनी रकम अदा 
करनी होगी ?

शिक्षार्थि यों के साथ इस बात पर चर्चा करें ताकि वे ‘एक व एक 
आधा गुना यानी डेढ़ गुना’ का मतलब समझ पाएं। इस काम को 
समझ कर करने का एक तरीका यह ह ैकि इस बात को पहचाना 
जाए कि अंडों की संख्या एक व एक आधा गुना बढ़ाने से अंडों 
की ट्रे की लागत भी एक व एक आधा गुना यानी डेढ़ गुना बढ़ 
जाएगी। 36 का एक व एक आधा गुना पता लगाइए क्योंकि 
अंडों तथा उनकी कीमत का आपसी संबंध आनुपातिक ह।ै 

दूसरा तरीका यह ह ैकि पहले एक अंडे की कीमत का पता 
लगाते हैं और उसके बाद 12 अंडों की एक तथा एक आधा गुना 
अंडों का पता लगा कर उनकी कीमत निकालते हैं। शि‍क्षार्थि यों 
को इन अलग-अलग कार्यनीतियों में शामिल करने से, 
आनुपातिक तर्क  के विचार के जरिए उनके गणितीय मॉडलिंग के 
कौशल विकसित होंगे।  

•	  शबाना जामुनी की दोस्‍त ह ैऔर वह अंडों की दो ट्रे 
खरीदना चाहती ह।ै वह देखती ह ैकि प्रत्येक ट्रे में सफेद व 
भूर ेदोनों ही तरह के अंडे रखे हैं। पहली ट्रे में 12 अंडे हैं, उनमें 
से 4 भूर ेतथा 8 सफेद हैं। दूसरी ट्रे में 18 अंडे हैं। अगर दोनों 
ट्रे में सफेद व भूर ेअंडों का अनुपात बराबर हो तो दूसरी ट्रे में 
प्रत्येक रगं के कितने अंडे मौजूद होंगे ?

   

इस काम में 18 की संख्या को दो हिस्सों में इस तरह से बांटने 
की जरूरत ह ैकि एक हिस्सा दूसर ेहिस्सें का दुगुना हो। हमें 
शिक्षार्थि ‍यों का ध्यान इस तरफ दिलाने की जरूरत पड़ेगी कि ट्रे 
2 में सफेद व भूर ेअंडों का अनुपात वही रहगेा जो कि ट्रे 1 में ह।ै 
शिक्षार्थी प्रयत्न व भूल के तरीके को भी काम में ले सकते हैं। वे 
सफेद तथा भूर ेअंडों की संख्या को दुगुना कर सकते हैं। ट्रे 1 में 
रखे सफेद तथा भूर ेअंडों की संख्या का यानी एक व एक आधा 
गुना) करके भी जवाब हासिल किया जा सकता ह ैक्योंकि 18, 
12 का डेढ़ गुना होता ह।ै सफेद व भूर ेअंडों की संख्या मिला 
कर डेढ़ गुना होगी, यह तथ्य बहुत अहम ह,ै इसे रखेांकित किया 
जाना चाहिए।

ट्रे-1 ट्रे-2

अंडों की कुल संख्या 12 18

सफेद अंडों की संख्या 4

भूर ेअंडों की संख्या 8
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गतिविधि-2: यहां पर, अब तक शिक्षार्थि यों द्वारा काम 
लिए गए परिचित लेकिन अलग संदर्भ उपलब्ध करवाने की 
कोशिश की गई ह।ै गणितीय तौर पर सीखना पक्का करने 
के लिए, यह जरूरी ह ैकि संदर्भ को बदला जाए ताकि 
शिक्षार्थी एक संदर्भ में बनी अपनी समझ को, दूसर ेसंदर्भों में 
इस्तेमाल करना सीखें। 
अमन ने अपने दोस्‍तों के बीच साझा (बाँटने) के लिए एक 
चॉकलेट बार खरीदना तय किया। जब वह चॉकलेट की 
दुकान पर गया तो उसे कुछ समस्याओ ंका सामना करना 
पड़ा। आप उन समस्याओ ंको हल करने में उसकी मदद 
करिए। 

•	 एक सफेद चॉकलेट की बार में 10 छोटे टुकड़े हैं। 
अगर अमन अपने प्रत्येक दोस्त को दो छोटे टुकड़े 
देना तय कर,े तो वह अपने कितने दोस्तों के साथ 
उस बार को साझा कर सकता ह ै?

•	 दुकानदार 3 छोटे आकार की सफेद चॉकलेट के पैक 
को 4 रूपये में बेचता ह।ै अगर अमन 40 रूपये खर्च 
कर ेतो वह इस तरह के कितने टुकड़े खरीद सकता 
ह।ै 

•	 दुकानदार भूरी चॉकलेट के एक छोटे टुकड़े के 4 
रूपये लेता ह।ै अगर अमन ऐसे 10 टुकड़े खरीदना 
तय करता ह ैतो उसे कितनी रकम की जरूरत पड़ेगी 
?

इस गतिविधि का उद्देश्य शिक्षार्थि यों को एक से ज्यादा संदर्भ 
तथा अनुभव उपलब्ध करवाना ह ैताकि वे आनुपातिक तर्क  की 
कार्यनीतियों की छानबीन कर सकें । आप शिक्षार्थि यों की मदद 
करें ताकि वे अलग-अलग कार्यनीतियों को आजमा कर देख 
सकें ।  

समानुपात से जुड़ी समस्याओ ंको दो तरीकों से हल किया 
जा सकता ह ै– ‘अनुपातों के बीच में’ का पता लगा कर और 
‘अनुपातों के अंदर’ का पता लगा कर। इस समस्या को पढ़ें : 
अगर 4 चॉकलेट की लागत 12 रूपये हो, तब 8 चॉकलेट की 
लागत क्या होगी ? अनुपातों के बीच का इस्तेमाल करके हम 
देख सकते हैं कि चॉकलेट की संख्याओ ंके बीच में 1:2 (4:8) 
का अनुपात ह ैऔर लागत का अनुपात भी 1:2 होगा। इसलिए, 
8 चॉकलेट की लागत 12 की दुगुनी यानी 24 होगी। अनुपातों 
के अंदर वाले तरीके का इस्तेमाल करने के लिए हमें प्रत्येक 
चॉकलेट की लागत निकालनी पड़ेगी। इसे वेक्टर (सदिश) वाला 
तरीका भी कहते हैं। प्रत्येक चॉकलेट की लागत का इस्तेमाल 
बाद में 8 चॉकलेट की लागत निकालने में किया जाता ह।ै
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गतिविधि-3: इस गतिविधि का उद्देश्य शिक्षार्थि यों के 
सामने आनुपातिक तर्क  की कार्यनीतियों की छानबीन 
करने के लिए, ज्यादा संदर्भ तथा अनुभव प्रस्तुत करना 
ह।ै आप शिक्षार्थि यों की मदद करें ताकि वे अलग-अलग 
कार्यनीतिओ ंका इस्तेमाल कर सकें । 
जमुनी और उसकी दोस्त को प्यास लग रही थी। वे दोनों रस 
की दुकान पर गईं। रस की दुकान पर दो विकल्‍प मौजूद 
थे: 6 लीटर का डिब्बा 200 रूपये में और 4 लीटर का डिब्बा 
150 रूपये में। 

कौनसा डिब्बा सस्ता ह ै? 

•	 6 लीटर का डिब्बा 
•	 4 लीटर का डिब्बा

शोध-कार्यों में यह पाया गया कि शिक्षार्थी इस तरह की 
समस्याओ ंको हल करने में बहुत परिष्कृत  कार्यनीतियों का 
इस्तेमाल कर सकते हैं। वे कह सकते हैं कि वे रस के बड़े डिब्बे 
में रस भरने के लिए रस के छोटे डिब्बे का इस्तेमाल कर सकते 
हैं। वे बड़े डिब्बे को पूरा भरने के लिए उसमें छोटे डिब्बे को एक 
बार पूरा व एक बार आधा भर कर डाल सकते हैं। यहां पर तर्क  
यह ह ैकि बड़े डिब्बे में 4 + 2 लीटर भरा जा सकता ह।ै इसी तर्क  
से, बड़े डिब्बे की लागत 150 + 75 = 225 होगी। लेकिन इसकी 
असल लागत तो 200 रूपये ह ैऔर इस तरह से 6 लीटर का 
डिब्बा सस्ता पड़ता ह ै। हम दोनों डिब्बों में एक लीटर रस की 
लागत निकाल कर व उनकी आपस में तुलना करने की कार्यनीति 
का भी इस्तेमाल कर सकते हैं।

गतिविधि-4: यह एक दूसर ेप्रस्तुतीकरण में पैमानीकरण 
की समस्या ह।ै अब तक शिक्षार्थी आयामों के बार ेमें 
आनुपातिक ढंग से तर्क  करने के काबिल हो चुके होंगे। 
जामुनी एक वर्गाकार कागजी रूमाल खरीदना चाहती ह ै
लेकिन दुकानदार के पास सिर्फ  आयताकार कागजी रूमाल 
हैं। नीचे दिए गए दो कागजी रूमालों को देखिए। कौनसा 
ज्यादा वर्गाकार ह ैऔर क्यों ?

यह सवाल शिक्षार्थि यों से यह उम्मीद रखता ह ैकि वे अपनी 
ज्यामितीय आकृतियों की समझ को समानुपात की समझ के 
साथ जोड़ कर देख पाएंगे। वर्ग में दोनों भुजाएं बराबर लंबाई 
की होती ह,ै उसमें लंबाई तथा चौड़ाई का अनुपात 1:1 का होता 
ह।ै लंबाई और चौड़ाई को अनुपात जितना 1:1 के करीब होगा, 
वह आकृति उतनी ही ‘’वर्ग जैसी’’ नजर आने लगेगी। कोई भी 
व्यक्ति दोनों आकृतियों में लंबाई व चौड़ाई का अनुपात निकाल 
कर उनकी तुलना कर सकता ह।ै 

कोई भी व्यक्ति इससे आगे बढ़ कर पहली आकृति के साथ 
दूसरी आकृति की लंबाई की तुलना करके उनके आपसी संबंधों 
का पता लगा सकता ह।ै ये आपस में समान हैं लेकिन एकदम 
समान नहीं ह ैजैसा कि आंतरिक व बाहरी अनुपात में पाया जाता 
ह।ै पैमानीकरण के आधार पर बनाई गई आकृति में लंबाई के 
साथ चौड़ाई के अनुपात को बरकरार रखा जाएगा और लंबाई के 
साथ लंबाई के अनुपात (पहले चित्र के साथ दूसरा चित्र) चौड़ाई 
के साथ चौड़ाई के अनुपात (पहले चित्र के साथ दूसरा चित्र) के 
समान होगा।
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अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

•	 गतिविधि-1,2,3 व 4 में शिक्षार्थि यों द्वारा इस्तेमाल की गई, गुणात्मक चिंतन वाली कार्यनीतियों में से कुछ के बार ेमें 
बताइए। 

•	 इस पाठ में दी गई गतिविधियों को करते हुए शिक्षार्थी एक दूसर ेसे किस किस्‍म की चीजों को सीखेंगे ?
•	 क्या आप सोचते हैं कि इस पाठ में दी गई समस्याएं तथा संदर्भ शिक्षार्थि यों की खुद की गुणात्मक चिंतन संबंधी समझ 

को मजबूत करने में मदद करेंगे ? क्या आप ऐसे ही कुछ और संदर्भों के बार ेमें सोच सकते हैं जिनमें आनुपातिक तर्क  का 
इस्तेमाल किया जाता हो ?

•	 इन गतिविधियों से जुड़े ऐसे पांच सवालों की सूची बनाइए, जिन्‍हें आप शिक्षार्थि यों से पूछना पसंद करेंगे ताकि आप न 
सिर्फ  यह जान सकें  कि वे कितना सीखें हैं बल्कि यह भी समझ पाएं कि उनके साथ आनुपातिक तर्क  पर की जाने वाली 
चर्चा को आगे बढ़ाने में किस तरह की मदद की जरूरत ह।ै 

•	 क्या आप कुछ और कामों को डिजाइन कर सकते हैं जो शिक्षार्थि यों में गुणात्मक चिंतन के कौशलों को विकसित करने में 
मददगार हो सकें  ?
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इकाई 2: गुणात्मक तर्क  

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू) 
इकाई 2 के इस आखिरी पाठ में एक फोटो को बड़ा करके पोस्‍टर बनाने के संदर्भ का इस्तेमाल किया गया ह।ै इसी संदर्भ से जुड़ी 
कई और समस्याएं भी रखी गई हैं। शिक्षार्थी किसी आयत के प्रत्येक आयाम में होने वाले बदलाव तथा उसकी वजह से उस आकृति 
के क्षेत्रफल में होने वाले बदलाव पर पड़ने वाले असर के बीच संबंधों की छानबीन करेंगे। खींचने (यानी स्ट्रेचिंग) तथा पैमाने पर 
बड़ा या छोटा करने (यानि स्के लिंग) में फर्क  को रखेांकित किया जाएगा। इस पाठ में आए रोजमर्रा की परिस्थितियाँ समानुपात के 
विचार को दैनिक जिदगी के क्रियाकलापों के साथ जोड़ने में शिक्षार्थि यों की मदद करेंगे। 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	 समान मात्राओ ंकी मदद से गुणात्मक तर्क  का इस्तेमाल करना। 
•	 आनुपातिक तर्क  तथा गुणात्मक चिंतन को इस्तेमाल करना।

काम और गणितीय प्रासंगिकता
शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और 

उनके सीखने में मददगार संभावित 
कार्यनीतियां

गतिविधि-1: यह काम आनुपातिक तर्क  के खींचने वाले (स्ट्रेचिंग) पहलू पर दुबारा 
जोर देता ह ैतथा सीधे अनुपात में एक और मापक के तौर पर आकृतियों के 
क्षेत्रफल को जोड़ता ह।ै 

सवाल-1: साहिर एक फोटो के आयामों को दुगुना करना चाहता ह।ै बड़े किए गए 
फोटो के आयाम क्या होंगे ?
 

सवाल-2: फोटो के क्षेत्रफल तथा पोस्‍टर के क्षेत्रफल के बीच संबंध का पता 
लगाएं। इसके अलावा अगर आपने इन दोनों आकृतियों के बार ेमें कोई भी बात 
बताने लायक हो तो उसे भी दर्ज करें।

सवाल-3: फोटो के आयामों को आपस में अदल-बदल कर लें, लंबाई को चौड़ाई 
बना दें तथा चौड़ाई को लंबाई बना दें। आप क्या देखते हैं ? दोनों फोटो की तुलना 
करें तथा इस बात की पहचान करें कि दोनों में क्या समानताएँ हैं और क्या अंतर 
ह।ै 

सवाल-4: एक मूल फोटो को पैमाने के आधार पर सही तरीके से बढ़ा कर उसकी 
चौड़ाई 20 सेमी. कर दी गई। पैमाने के आधार पर बढ़ाए गए फोटो की ऊँचाई का 
पता लगाइये जो कि मूल आकार का दुगुना ह।ै 

नई ऊँचाई : ________ सेमी.

शिक्षार्थि यों को इस बात के बार ेमें सोचने 
की जरूरत पड़ेगी कि प्रत्येक आयाम 
को दुगुना करने पर क्षेत्रफल 4 गुना बढ़ 
जाएगा। आप शिक्षार्थि यों के साथ अलग-
अलग ज्यामितीय आकृतियों, जैसे, त्रिभुज 
तथा समानांतर चर्तुर्भुज का उपयोग करते 
हुए, ऐसे और भी अभ्यास कर सकते हैं 
और उनके साथ आयामों में बदलाव तथा 
इससे उस आकृति के क्षेत्रफल पर पड़ने 
वाले असर के बार ेमें चर्चा कर सकते हैं।  

आकृति के आयामों को आपस में अदल-
बदल करने पर उसका क्षेत्रफल समान 
रहता ह।ै लेकिन उस फोटो की छवि टेढ़ी-
मेढ़ी हो जाती ह।ै 

समानुपात के विचार का इस्तेमाल करते 
हुए आप शिक्षार्थि यों के साथ ऐसी ही 
और भी समस्याओ ंपर चर्चा कर सकते 
हैं।

लंबाई (सेमी) चौड़ाई(सेमी)

फोटो 7 5

पोस्‍टर

पाठ 2.4: साहिर ने बनाया पोस्टर 
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गतिविधि-2: यहां पर, समानुपात की अवधारणा को मजबूत करने के लिए सरल 
रखेीय वृद्धि‍ के एक दूसर ेसंदर्भ का इस्तेमाल कया गया ह।ै वृद्धि‍ की अवधारणा 
का उपयोग आनुपातिकता के विचार में गतिशीलता पैदा कर देता ह।ै 

सवाल 1: अगर एक पौधा हर सप्‍ताह तीन गुना बढ़ता ह ैतो वह पहले व दूसर े
सप्‍ताह के आखि‍र में कितना ऊंचा हो जाएगा?

निर्देशात्मक लिखित सामग्री : पहले व दूसर ेसप्‍ताह के आखिर में पौधे की वृद्धि‍ 
दर्शाने के लिए जियोजेब्रा नामक सॉफ्टवेर का इस्तेमाल करें। 

सवाल 2: पौधे की शुरूआती ऊँचाई तथा दो सप्‍ताह बाद उसकी ऊँचाई में क्या 
संबंध ह ै? 

•	 पौधे की ऊँचाई उसकी मूल ऊँचाई की 3 गुना होगी। 
•	 पौधे की ऊँचाई उसकी मूल ऊँचाई की 6 गुना होगी।
•	 पौधे की ऊँचाई उसकी मूल ऊँचाई से 2 इकाई ज्यादा होगी।
•	 पौधे की ऊँचाई उसकी मूल ऊँचाई से 3 इकाई ज्यादा होगी।

जियोजेब्रा के औजार यानी टूल की मदद 
से, शिक्षार्थी इस सवाल की छानबीन कर 
सकते हैं और इसी तरह के दूसर ेसवालों 
को भी हल करके देख सकते हैं। आप 
कुछ नई समस्याएं बना कर उन्हें दे सकते 
हैं जिसे वे जियोजेब्रा की मदद से हल 
करके देख सकें ।

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन 
•	 इकाई के आखिर में, आप क्या सोचते हैं कि शिक्षार्थी क्या-क्या समझ चुके होंगे ? कक्षा में घटित किन घटनाओ ंतथा 

शिक्षार्थि यों के किस व्यवहार के आधार पर आपको यह भरोसा हुआ ह ै?
•	 आपकी नजर में शिक्षार्थि यों के साथ किन गणितीय विचारों पर आगे और चर्चा करने की जरूरत ह ै?

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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इकाई 3: अनुपात तथा समानुपात 

इकाई का अवलोकन (ओवरव्यू)

इस इकाई में, शिक्षार्थी अनुपात की औपचारिक संकेतन यानी नोटेशन को समझने की शुरूआत करेंगे, जिसमें यह बताया जाएगा 
कि एक चीज की तुलना में दूसरी चीज कितनी ह।ै शिक्षार्थी अपनी हिस्सेदारी/बंटवार,े बराबर बंटवार ेतथा गुणात्मक चिंतन की 
समझ की बुनियाद पर अनुपात के साथ संख्यात्मक तौर पर तथा डिजिटली काम करेंगे। इस इकाई में व्यावहारिक के साथ साथ 
डिजिटल गति‍विधियां भी शामिल की गई हैं। नीबू पानी में बर्फ  के घनाकार टुकड़ों को मिलाने की डिजिटल गतिविधि, सीधे व 
विपरीत होने के अपनी सूझ से बने विचारों को विकसित करने में शिक्षार्थि यों की मदद करगेी। रोजमर्रा की जिदगी के संदर्भों के 
साथ जुड़ाव शिक्षार्थि यों की इस बात में मदद करगेा कि वे आनुपातिक तर्क  की रोजाना की जिदगी में सार्थकता तलाश पाएं। नक्शा 
बनाने जैसे व्यावहारिक काम शिक्षार्थि यों को अनुपातों के इस्तेमाल के प्रति जागरूक करेंगे और उनकी प्रासंगिकता को रखेांकित 
करेंगे। शिक्षार्थि यों को इस बात का मौका मिलेगा कि वे अनुपात की संकेत पद्धति के विचार तथा अलग-अलग कामों के जरिए एक 
से ज्यादा संदर्भों में सीधे व विपरीत (उलट) अनुपातों की छानबीन कर पाएं।

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	 अनुपात की संकेत-पद्ध‍ति (संकेतन) को पढ़ना व उसका सटीक इस्तेमाल कर पाना तथा सार्थक संदर्भों में उसके इस्तेमाल 
को समझा पाना। 

•	 सीधे व विपरीत (उलट) वेरियेशन को शामिल करते हुए अनुपात के विचार को समझा पाना व उसे इस्तेमाल कर पाना।.
•	 सीधे व विपरीत (उलट) आनुपातिक विचारों को विविध तरह के संदर्भों में इस्तेमाल करते हुए समस्याओ ंको हल कर 

पाना। 

इकाई का विवरण

क्र. पाठ का नाम पाठ का 
प्रकार पाठ का वर्णन

3.1 अनुपात की 
संकेत-पद्धति 
(संकेतन) 
समझना

कार्य-पत्रक 
(वर्क शीट)

इस पाठ में, जामुनी अपने अनुपात तथा समानुपात संबंधी ज्ञान को अपने आस-पास 
की चीजों पर इस्तेमाल करना शुरू करती ह।ै उसकी निगाह अपने आस-पास के कई 
अनुपातों पर पड़ती ह,ै वह उन्हें दर्ज कर लेती ह ैऔर उन पर सवाल बनाती ह।ै ऐसा ही 
अनुभव हमार ेशिक्षार्थि यों को भी मिलना चाहिए ताकि वे अपने आस-पास पाई जाने 
वाली मात्राओ ंमें अनुपात को देखना शुरू कर सकें । यह पाठ दैनिक जीवन के साथ 
शिक्षार्थि यों की गणितीय अंत:र्क्रि या को वैधता प्रदान करता ह।ै 

3.2 जामुनी के 
साथ नक्शा 
पढ़ना

व्यावहारिक इस पाठ में, जामुनी नक्शों को पढ़ना व उनका इस्तेमाल करना सीखती ह।ै जामुनी की 
मदद करने के दौरान शिक्षार्थी पैमानीकरण के आधार पर, नक्शे की मदद से असली दूरी 
का पता लगाते हैं। शिक्षार्थी जामुनी की मदद करते वक्त पैमानीकरण तथा खींचने की 
अवधारणाओ ंका भी इस्तेमाल कर सकते हैं। इसे करने के लिए उन्हें पैमाना मानने तथा 
गुणात्मक तर्क  को समझना पड़ेगा ताकि वे दो जगहों के बीच की दूरी का पता लगा सकें  
और इसका उलट भी कर सकें ।

3.3 पट्टि‍यों के 
इस्तेमाल से 
लंबाई का 
पता लगाना

व्यावहारिक शिक्षार्थी एक बार फिर से स्थानिक मोड में पैमानीकरण तथा खींचने के विचारों पर 
काम करना जारी रखेंगे। वे अपनी समझ को संख्यात्मक  प्रस्तुतीकरण में व्‍यक्‍त करना 
सीखते हैं । पाठ की शुरूआत में शिक्षार्थी  कागज की पट्टि‍यों की तुलना करके उनके 
बीच पाए जाने वाले गुणात्मक संबंध का पता लगाते हैं। अलग-अलग इकाइयों का 
इस्तेमाल करके मापन करते हैं, और इससे शिक्षार्थी एक इकाई तथा एक पूर ेके बीच के 
संबंधों पर सोचने के लिए मजबूर होते हैं और इससे आगे बढ़ कर यह भी देखते हैं कि ये 
संबंध सीधे यानी प्रत्यक्ष आनुपातिक हैं या विपरीत आनुपातिक हैं।

3.4 नीबू पानी में 
बर्फ  के टुकड़े

डिजिटल यह आयतन के विचार पर आधारित एक डिजिटल गतिविधि ह।ै शिक्षार्थी जामुनी की 
यह तय करने में मदद करेंगे कि किसी चीज को आनुपातिक तौर पर समान या असमान 
करने के लिए बर्फ  के कितने टुकड़ों की जरूरत पड़ेगी।



70

स्नातकोत्तर प्रमाणपत्र आईसीटी युक्त विमर्शपूर्ण शिक्षण 

गणितीय विचारों पर चर्चा

इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा शिक्षार थ्ि यों के सीखने में मदद 
करने वाली संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: गणित में उपयोग की जाने वाली कई दूसरी 
संकेत-पद्धतियों (संकेतन) की तुलना में अनुपात को दर्शाने 
वाली संकेतन गैरमामूली तौर पर अलग ह।ै दो मात्राओ ंA 
तथा B के बीच तुलना को A:B के रूप में व्‍यक्‍त किया 
जाता ह।ै संकेतन A:B भागफल को दर्शाती ह ैजब A में B 
का भाग दिया जाता ह।ै अनुपात अक्‍सर एक ही प्रकार की 
मात्रा के लिए लिखे जाते हैं। एक जरूरी बात हमें शिक्षार्थि यों 
तक पहुंचानी ह ैकि यह तुलना योगात्मक नहीं ह।ै उदाहरण 
के लिए, जामुनी का वजन 25 किलो ह ैऔर उसके पिता का 
वजन 75 किलो ह।ै इस मामले में जामुनी व उसके पिता के 
वजन के अनुपात को इस तरह से दर्शाया जाएगा - 25:75 
और यह अनुपात 75 – 25 = 50 नहीं होगा बल्कि 25 भाजक 
75 होगा। अनुपात को समझने के लिहाज से यह अंतर काफी 
महत्त्वपूर्ण ह।ै इन दो संख्याओ ंके बीच का संबंध गुणात्मक 
ह।ै 

इस गतिविधि में जामुनी तथा उसके दोस्तों को अपने 
अवलोकन के आधार पर अनुपात लिखने हैं। 
 
सामने वाले स्तम्भ में दिए गए उदाहरणों की मदद से समझाने 
के बाद शिक्षार्थि यों को कार्य-पत्रक में दी गई समस्याओ ंको 
हल करने को कहा जा सकता ह।ै 

•	 एक विशाल पहिए में हर दो लड़कियों के साथ एक लड़का 
ह।ै 

•	 एक किसान के पास बेचने के लिए 2 बकर ेऔर 10 
मुर्गि यां हैं। 

•	 लीना की  माता उसकी तुलना में 3 गुना ऊंची ह।ै (आप 
यहां पर इस बात पर जोर दे सकते हैं कि ऊँचाई एक 
समान मात्रा ह ैजबकि इससे  पहले की दो समस्याओ ंमें 
असमान मात्राएं काम में ली गई हैं।)

•	 जियो लंबाई में इंस्पेकटर काटा से 2 1/2 गुना छोटा 
ह।ै(आप इस अनुपात को कई तरीकों से दर्शा सकते हैं - 2 
1/2 : 1, या 5:2, या 2.5:1.)

जामुनी की ही तरह अपने शिक्षार्थि यों से कहें कि वे अपने 
आस-पास की जिदगी में पाए जाने वाले अनुपातों पर ध्यान 
दें, और उन अनुपातों को मौखिक के साथ साथ लिखित तौर 
पर भी व्‍यक्‍त करने के लिए कहें। अगर उन्हें किसी किस्म 
की कोई मुश्किल पेश आए तो रखेाचित्र बना कर उनकी 
मदद करें। यहां पर ऐसा ही एक उदाहरण दिया गया ह।ै आप 
एक या दो उदाहरणों की मदद से संकेत-पद्धति में लिखे हुए 
अनुपात को समझाने के लिए उन्हें शब्दों में बोल कर बता 
समझा सकते हैं।

•	 ‘3 नीले वर्गों के लिए 1 पीला वर्ग ह’ै को इस तरह से 
दर्शाया जा सकता ह ै:

	  

•	 एक किसान 4 गाएं तथा 8 सूअर बेच रहा ह।ै तो गायों व 
सूअरों का अनुपात 4:8 होगा।
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गतिविधि-2: अनुपात संकेतन की व्याख्या करना एक 
चुनौतीपूर्ण काम ह ैक्योंकि अनुपात को पढ़ने में जिस भाषा 
का इस्तेमाल किया जाता ह,ै उसे गणित की दूसरी कई 
सारी अवधारणाओ ंजैसे, संभावना, प्रायिकता तथा भिन्न, में 
इस्तेमाल की जाती ह।ै हमें शिक्षार्थि यों द्वारा की गई अलग-
अलग व्याख्याओ ंके प्रति सचेत रहने की जरूरत ह।ै 

मेले में वीडियो गेम के कमर ेमें 27 बच्चे हैं। उनमें लड़कियों 
तथा लड़कों का अनुपात 3:6 ह।ै नीचे दिए गए कथनों में से 
कौनसा या कौनसे कथन सही हैं ?

•	 लड़कों तथा लड़कियों का अनुपात 6:3 ह।ै
•	 वीडियो गेम के कमर ेमें आधे बच्चे लड़कियां हैं। 
•	 हम वीडियो गेम के कमर ेमें मौजूद लड़कों की एकदम 

सटीक संख्या जानते हैं। 
•	 हम वीडियो गेम के कमर ेमें मौजूद लड़कियों की 

एकदम सटीक संख्या जानते हैं। 
•	 अगर हम मनमाने यानी यादृच्छिक तरीके से 9 बच्चों 

को चुनें तो हम यह उम्मीद कर सकते हैं कि उनमें से 3 
लड़कियां होंगी। 

•	 हम यह गणना कर सकते हैं कि वीडियो गेम के कमर े
में कितने लड़के हैं, अगर उसमें कुल 35 बच्चे  मौजूद 
हैं और उनका लैंगिक अनुपात उतना ही ह ैजितना ऊपर 
के सवालों में दिया गया ह।ै  

एक बार फि‍र से, यहां पर विविध संदर्भों तथा हालातों को देने 
की कोशिश की गई ह ैताकि शिक्षार्थि यों में, विविध तरह के 
संदर्भों में अनुपात व समानुपात की समझ को विकसित हो 
पाए। 

शिक्षार्थि यों की समझ पर नजर रखने के लिए नीचे दी गई 
पूरक गतिविधियां की जा सकती हैं। 

•	 शिक्षार्थि यों को कुछ अनुपात दें तथा उन्हें अपने आस-
पास का कोई एक हालात डिजाइन करने को कहें। 

•	 यह उन कामों का उलट ह ैजो वे पहले कर रह ेथे। इस 
गतिविधि से जुड़ने से उन्हें यह समझ में आएगा कि 
असली जिदगी की चीजों को किस तरह से अनुपात 
की मदद से व्यक्त किया जाता ह।ै

•	 अपने शिक्षार्थि यों से कहें कि वे अखबारों की कतरनें 
लाएं जिनमें अनुपात की संकेत-पद्धति का इस्तेमाल 
किया गया हो। 

•	 उन्हें समझाने दें कि उनमें अनुपातों का इस्तेमाल कैसे 
किया गया ह।ै 

•	 बहुत सारी चीजों, जैसे सिर में लगाने वाला तेल, क्रीम, 
मंजन आदि के डिब्बों पर, उनमें पाए जाने वाली चीजों 
के नाम लिखे होते हैं। अध्यापक उन मात्राओ ंको 
अनुपात में व्यक्त करने के लिए कह सकते हैं। 

गतिविधि-3: यह सवाल आकलन करने के लिए ह।ै शिक्षार्थी 
इस पर अपने आप काम करेंगे। 

मेले में लगे सर्क स के एक तंबू में 100 व्यक्ति बैठ सकते हैं। 
वह दो भागों में बंटा हुआ ह।ै पहले भाग में 30 सीटें हैं और 
दूसर ेभाग में 70 सीटें हैं। शो देखने के लिए कुल 80 व्यक्ति 
आए और पहले भाग की सभी सीटें भर गई थी। 

•	 पहले तथा दूसर ेभाग में सीटों का अनुपात क्या ह ै?
•	 तंबू में खाली सीटों तथा भरी सीटों का अनुपात क्या 

ह ै? 
•	 दूसर ेभाग में खाली सीटों और भरी सीटों का अनुपात 

क्या ह ै?

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

•	 शिक्षार्थि यों की समान तथा असमान अनुपात की समझ की जांच करने के लिए आकलन के दो सवाल बनाएं। इस बात 
का पूरा ख्‍याल रखें कि सवाल में परिचित संदर्भों को इस्तेमाल किया जाए। 

•	 इस कार्य-पत्रक का इस्तेमाल करते वक्त शिक्षार्थि यों के सामने आने वाली चुनौतियों का वर्णन करें। 
•	 उच्‍च प्राथमिक स्कू ली स्तर के दो ऐसे प्रकरण बताइए जो आपके विचार से अनुपात तथा समानुपात के विचार से जुड़े हैं। 

समझाइये कि वे इस विचार से किस तरह से जुड़े हैं।
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इकाई 3: अनुपात तथा समानुपात 

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)
गुणात्मक चिंतन की प्रक्रिया ऐसे हालातों के साथ जुड़ी रहती ह ैजिनमें न्यायपूर्ण हिस्सेदारी/बंटवारा, पैमानीकरण, खींचना, नकल 
बनाना तथा घातांक शामिल होते हैं। बराबर हिस्सेदारी तथा साझेदारी से जुड़े सवाल शिक्षार्थि यों के विचारों को मजबूत करने के 
साथ यह इकाई पैमाना बनाने के विचार को संबोधित करती ह।ै साथ ही, संख्यात्मक के साथ-साथ स्थानिक संबंधों में नक्शों को 
पढ़ने में उस विचार को इस्तेमाल करने पर भी काम करती ह।ै इस पाठ की शुरूआत में, जामुनी नक्शें को पढ़ने व उसमें पैमाने का 
इस्तेमाल करने पर काम करती ह।ै आखिरकार वह नक्शें पर दिए गए चित्रों को समझने तथा पैमाना मान कर उस पर भी काम 
करती ह।ै नक्शें पर पैमाने का इस्तेमाल करना समान अनुपातों के लिए एक और संदर्भ उपलब्ध करवाता ह।ै नक्शें पर, पैमाने तथा 
असली दूरी के बीच समान अनुपात होता ह।ै 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	  किसी नक्शें में दर्शायी गई दूरी को नापना तथा पैमाने का इस्तेमाल करके उसके तुल्य असली दूरी का पता लगाना। 
•	  नक्शा बनाना तथा पैमाना मान कर उसका स्थानिक तथा संख्यात्मक संदर्भों में इस्तेमाल करना। 
•	  पैमानीकरण-खींचना तथा सिकुड़ने की अवधारणा का इस्तेमाल करना। 
•	  गुणक की अवधारणा को पढ़ना तथा लिखना तथा एक गुणक की मदद से गुणात्मक तर्क  की शुरूआत करना और दिए 

गए पैमाने की मदद से दो जगहों के बीच की दूरी का पता लगाना व इसका उलट काम करना। 
•	  पैमानीकरण तथा फैक्टर की गहरी समझ विकसित करने के लए कक्षा में होने वाली चर्चा में भागीदारी करना। 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ(यानी 
ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा शिक्षार थ्ि यों के सीखने में मदद करने वाली संभावित 
कार्यनीतियां

गतिविधि-1: इस सवाल में शिक्षार्थि यों 
को इस बात का मौका मिलेगा कि वे 
पैमानों की मदद से दूरी का मापन कर 
सकें । उन्हें पैमाने के विचार से परिचित 
करवाया जाएगा। नक्शें पर पैमाने का 
मतलब होता ह ैकि नक्शें में दो जगहों के 
बीच की दूरी के साथ असल दुनिया में 
उन जगहों के बीच दूरी के साथ अनुपात। 
यह अनुपात पूर ेनक्शें में एक समान होता 
ह।ै

नक्शों पर आम तौर पर गणित की कक्षाओ ंमें न तो बातचीत की जाती ह ैन ही 
उन पर काम  किया जाता ह।ै नक्शों का गणित में इस्तेमाल करना इस माँड्यूल 
का अनूठा प्रयास ह।ै नक्शे में पैमाने की अवधारणा इस बात का मौका उपलब्ध 
करवाती ह ैकि हम नक्शें पर दी गई दूरी का असली दूरी के साथ अनुपात निकाल 
पाएं। इस बात की बहुत संभावना ह ैकि शिक्षार्थी पहले सवाल में, नक्शें पर 
लंबाई मापने की अलग-अलग कार्यनीतियों का इस्तेमाल करें। अध्यापक को 
उन कार्यनीतियों पर चर्चा करनी चाहिए जो नक्शें पर करीब करीब सही दूरी बता 
सके। नक्शें को पढ़ना कोई आम कौशल नहीं ह।ै अलग-अलग दूरियों को नापने 
में शिक्षार्थि यों को थोड़ा वक्त लगाने दें तथा उसमें से उन्हें पैमाने के विचार को 
निकालने दें। कक्षा में नीचे दी गई बातों पर चर्चा करें : 

•	 पैमाना लेना क्यों महत्त्वपूर्ण ह ै?
•	 अगर असली दूरियों तथा नक्शें पर दी गई दूरियों के बीच अनुपात पूर ेनक्शें 

में एक समान न हो तो क्या होगा ?
•	 पैमाने के विचार को नक्शें में काम में लेने का क्या कोई दूसरा तरीका भी 

होता ह ै?
•	 नक्शें कैसे बनते हैं ?

इसके बाद शिक्षार्थी अलग-अलग पैमानों को लेकर अभ्यास करें तथा संख्यात्मक 
गणनाएं करके असली दूरी का पता लगाएं। प्रत्येक मौके पर शिक्षार्थि यों से पूछें कि 
उन्होंने दूरी का पता कैसे लगाया और पैमाने का इस्तेमाल कैसे किया।

पाठ 3.2: जामुनी ने पढ़ा नक्शा
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गतिविधि-2: यह पहली गतिविधि का ही 
विस्‍तार ह,ै जिसमें शि‍क्षार्थी पैमानीकरण 
के विचार को संख्यात्मक संदर्भों में 
समझते हैं।

नक्शें पर पैमानीकरण को शि‍क्षार्थी पैमाने के गुणक से गुणा के तौर पर समझते हैं। 
शिक्षार्थि ‍यों के जवाबों का अनुमान लगा कर नीचे दी गई सारणी भरिए। 

यहां पर, नक्शें पर दो शहरों के बीच की दूरियों को धागे की लंबाई से नाप कर 
दिया गया ह।ै इसमें एक पैमाना बहुत बड़ा ह ैऔर दूसरा दशमलव वाला पैमाना ह।ै 
यह जान बूझ कर दिया गया ह ैताकि शिक्षार्थी अलग-अलग नक्शों पर आम तौर 
पर पाए जाने वाले पैमानों को समझ पाएं।

गतिविधि-3: गणितीय तौर पर, यह 
गतिविधि अज्ञात राशि वाले अनुपात की 
समस्याओ ंजैसी ही ह।ै इसमें शिक्षार्थी 
या तो नक्शें पर अज्ञात दूरी या असली 
दूरी का या फिर पैमाने का पता लगाते 
हैं।

समान अनुपात की सामान्य समस्याएं, जिनमें समान अनुपात को दर्शाने में चार 
मात्राओ ंका इस्तेमाल किया जाता ह,ै उसकी तुलना में इस सारणी में शि‍क्षार्थी छह 
मात्राओ ंपर काम करेंगे। इसलिए यह समस्या शिक्षार्थि यों के लिए थोड़ी मुश्किल 
होगी। पैमाने को निर्धारित करना अनुपात को निर्धारित करने जैसा ही ह,ै जबकि 
दूरी को निर्धारित करना, दिए गए अनुपातों में अज्ञात राशि को निर्धारित करने 
जैसा ह।ै शिक्षार्थी संख्यात्मक संदर्भों में ज्यामितीय पैमानीकरण के विचार को भी 
सीखेंगे।

गतिविधि-4: जामुनी को एक दोषपूर्ण 
नक्शा देकर उसमें गलती तलाशने 
के लिए कहा गया। पिछली तीन 
गतिविधियों के दौरान शिक्षार्थि यों की 
बनी हुई समझ का इस्तेमाल करने के 
लिए यह समस्या दी गई ह।ै

जामुनी से पाया कि चार अलग-अलग नक्शों में दूरी का पैमाना अलग-अलग तरह 
से प्रस्तुत किया गया ह।ै शिक्षार्थि यों से यह उम्मीद की जाती ह ैकि वे उस नक्शे को 
पहचानने में जामुनी की मदद करें जिसमें शहर A तथा B की दूरी बाकी सभी नक्शों 
से अलग ह।ै 

दोषपूर्ण नक्शें को पहचानने के लिए यह पता लगाना ह ैकि किस नक्शें में दिए गए 
नापों से मिलने वाली असली दूरी दूसर ेनक्शों से मिलने वाली असली दूरी के सा‍थ 
मेल नहीं खा रही ह।ै

धागे की लंबाई असली दूरी

नक्शें का पैमाना 
(1:25000)

10 सेमी

18 सेमी

 नक्शें का पैमाना  
(1 सेमी. = 2.5 किमी.)

12 सेमी

21 सेमी

नक्शा A तथा B के 
बीच नक्शें में दूरी नक्शे का पैमाना पैमानीकरण के आधार

नक्शा 125 सेमी 1:600

नक्शा 212 सेमी 1:1250

नक्शा 324 सेमी 3:1800

नक्शा 430 सेमी 5:2500

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

1.	 आलेखों यानी ग्राफों पर दूरियां मापना चुनौतीपूर्ण काम होता ह।ै ऐसे तीन अभ्‍यासो के बार ेमें लिखिए, जिनका इस्तेमाल 
आप कक्षा में सटीक मापन को सुनिश्चित करने के लिए काम में लेंगे।

2.	 गतिविधि-4 के लिए उन सभी संभावित तर्कों को बताइये, जिनके आधार पर शिक्षार्थी आपके पास आकर यह कह सकते हैं 
कि नक्शा 2 दोषपूर्ण ह।ै 

3.	 सभी गतिविधियों के हो जाने के बाद नीचे दिए गए बिदुओ ंपर पुनर्चिं तन करिए : 
•	 इस पाठ पर काम करते वक्त शिक्षार्थि यों ने जिन चुनौतियों का सामना किया हो उनमें से तीन की सूची बनाइए। 
•	 उन तीन कार्यनीतियों(सही या गलत) की सूची बनाइए जिनकी आपको शिक्षार्थि यों से बिल्कु ल उम्मीद नहीं थी।
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इकाई 3: अनुपात तथा समानुपात 

पाठ का ओवरव्यू
शिक्षार्थी एक बार फिर से, स्थानिक मोड में पैमानीकरण तथा खींचने के विचारों पर काम करना जारी रखेंगे। वे अपनी अनुभव 
आधारित समझ को संख्यात्मक प्रस्तुतीकरण में हस्तांतरित करना सीखेंगे। इस पाठ की शुरूआत में, कागज की पट्टियों की आपस 
में तुलना करके उनके बीच के गुणात्मक संबंधों का पता लगाएंगे। अलग-अलग इकाइयों की मदद से मापन किया जाएगा, जिसकी 
वजह से शिक्षार्थि यों को एक इकाई तथा एक सम्पूर्ण के बीच के संबंधों के बार ेमें सोचना पड़ेगा, और इससे भी आगे जाकर यह 
समझा जाएगा कि ये संबंध या तो प्रत्यक्ष आनुपातिक हो सकते हैं या अप्रत्यक्ष आनुपातिक हो सकते हैं। 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	 कागज की पट्टी को इकाई मानते हुए लंबाई को मापना। 
•	 इस बात को समझाना कि मापन में अगर इकाई छोटी हो तो किसी दूरी को मापने में ज्यादा इकाइयों की जरूरत क्यों 

पड़ती ह।ै  
•	 प्रत्यक्ष तथा अप्रत्यक्ष आनुपातिक विचारों पर आधारित मापन की इकाइयों को जोड़ तोड़ करके काम ले पाना। 
•	 सीधे व उलटे वेरियेशन के विचारों का इस्तेमाल करना। 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं। हम अध्यापकों को चर्चा को इन कामों के इर्द गिर्द केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ(यानी 
ट्रेजक्टरीज) को समझने के लिए भी सुराग देंगे।

पाठ 3.3: पट्टियों की मदद से लंबाई का पता लगाना
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काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और उनके सीखने में मददगार संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: इस गतिविधि में, 
कुछ शिक्षार्थी कागज की एक पट्टी 
को कागज की तीन अलग-अलग 
लंबाई की पट्टियों की मदद से 
मापेंगे, इसका मतलब यह ह ैकि वे 
मापने में अलग अलग इकाइयों का 
इस्तेमाल करेंगे। अब इस जानकारी 
का इस्तेमाल करते हुए शिक्षार्थी 
इस औजार का इस्तेमाल करके 
मापी गई कागज की  पट्टी की 
लंबाई का पता लगाएंगे। इस पर 
काम करते वक्त शिक्षार्थी गुणकों 
तथा सामान्य गुणकों के विचारों का 
इस्तेमाल करेंगे।

इस समस्या में दर्शाए गए तीन शिक्षार्थी, दी गई पट्टी के तीन अलग-अलग माप 
निकालते हैं। इसकी वजह यह ह ैकि वे तीनों मापने के लिए अलग-अलग पट्टी का मापन 
की इकाई की तरह इस्तेमाल करते हैं। नीचे दी गई जानकारी के आधार पर, पहले 
शिक्षार्थि यों को यह पता लगाना ह ैकि किसने किस रगं की पट्टी काम में ली और फिर 
उस कागज की  पट्टी की लंबाई का पता लगाना ह।ै 

                4 सेमी.

                8 सेमी.

                2 सेमी.

अमन ने पाया कि कागज की लंबाई कागज की 8 पट्टि‍यों के बराबर ह।ै
अमन ने पाया कि कागज की लंबाई कागज की 16 पट्टि‍यों के बराबर ह।ै
अमन ने पाया कि कागज की लंबाई कागज की 4 पट्टि‍यों के बराबर ह।ै

शिक्षार्थि यों को यहां मापन के संरक्षण को समझाना पड़ेगा कि अलग-अलग पैमाने या 
अलग-अलग इकाई से मापने का यह मतलब नहीं ह ैकि मापे जा रह ेकागज की लंबाई 
बदल जाती ह।ै मापे जा रह ेकागज की लंबाई वही रहगेी चाह ेपैमाना कुछ भी हो। ऊपर 
दी गई जानकारी हमें यह बताती ह ैकि किसी चीज का 8 गुना, या किसी चीज का 16 
गुना, या किसी चीज का 4 गुना - यह तीनों ही एक समान मात्रा का माप हो सकता ह।ै 
अगर किसी चीज को मापने के लिए एक पट्टी की 16 बार जरूरत पड़़ती ह ैऔर उसी 
चीज को दूसरी पट्टी से 4 बार में मापा जा सकता ह ैतो पहली पट्टी जरूर दूसरी की 
तुलना में बहुत छोटी होनी चाहिए। इसीलिए हम यह पूर्वानुमान लगा सकते हैं कि लीना 
2 सेमी. लंबी पट्टी को मापने के काम में ले रही ह।ै इसलिए दी गई कागज की पट्टी 
(2 सेमी. × 16 =) 32 सेमी. लंबा ह।ै यहां पर चुनौती यह देखना ह ैकि क्या शिक्षार्थी 
पहले अलग अलग इकाइयों द्वारा मापने के संदर्भ में दिए गए कागज की लंबाई बराबर 
मानता ह ैया नहीं। अगर वे ऐसा नहीं करते तो उनसे पूछिए के मापने के पैमाने को बदलने 
पर माप किस तरह से बदल सकता ह।ै यानी मापने की इकाई को बदलने से जिस 
कागज की पट्टी को मापना ह ैउसकी लंबाई कैसे बदल जाएगी। और, यह किस तरह 
का बदलाव होगा ? इस तरह की समस्याओ ंपर गणित में कैसे काम किया जाता ह ै? 
(उदाहरण के लिए, सार्वभौमिक पैमाना)

गतिविधि-2 : इस गतिविधि के दो 
उद्देश्य हैं, दी गई पट्टी कोमापना 
तथा इकाई तथा पूर े(पूर्ण) के बीच 
के संबंध को समझना। शिक्षार्थी 
अब तक यह समझ गए होंगे कि 
इकाई छोटी होगी तो मापने के 
लिए ज्यादा पट्टि‍यों की जरूरत 
पड़ेगी (उलट वेरियेशन) और लंबी 
पट्टी होगी तो मापने के लिए कम 
पट्टि‍यों की जरूरत पड़ेगी (उलट 
वेरियेशन)। गणितीय तौर पर 
शिक्षार्थी व्युत्क्रमानुपात सीखेंगे, 
जिसमें दो मात्राओ ंका गुणनफल 
समान होता ह।ै

इस गतिविधि में, शिक्षार्थी दी गई पट्टी को मापेंगे तथा इकाई के आकार तथा इकाई की 
लंबाई के बीच संबंधों का पता लगाएंगे। 

			 
			 
			 
 यह गतिविधि अनुपात के स्थिरांक तथा अनुपात की समझ के बीच पुल बनाने का काम 
करती ह।ै यहां पर इस्तेमाल किए गए शिक्षाशास्त्रीय अभ्यास सारणी के लिए, अलग-
अलग पट्टियों की मदद से अलग-अलग आंकड़े इकट्ठे करते हैं और उसके बाद यह पता 
लगाते हैं कि कौनसी चीज स्थि‍र रहती ह।ै फिर शिक्षार्थी तथा अध्यापक मिल कर इस 
बात पर चर्चा करते हैं कि वह स्थिर क्यों रहता ह।ै कक्षा में अध्यापक कुछ इस तरह के 
सवाल पूछ सकते हैं : 

•	 जब मापने वाली पट्टी छोटी होती ह ैतब क्या होता ह ै?
•	 जब मापने वाली पट्टी लंबी होती ह ैतब क्या होता ह?ै
•	 वो क्या चीज ह ैजो समान रहती ह ैऔर क्यों ?

चर्चा के आखिर में, शिक्षार्थि यों को समझाएं कि सारणी में दी गई मात्राएं किस तरह 
से उलट आनुपातिक ह।ै एक मात्रा घटने से दूसरी मात्रा कैसे बढ़ जाती ह,ै और कौनसी 
मात्रा में कोई फेरबदल नहीं होता, ये सारी बातें व्युत्क्रमानुपात को समझने के लिहाज से 
काफी महत्तवपूर्ण ह।ै

पट्टी की लंबाई (l) इस्तेमाल की गई पट्टि‍यों की संख्या (n) l x n l/n
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गतिविधि-3: यह गतिविधि, 
गतिविधि-1 की उलट ह।ै इसमें 
मापन की इकाई को समान रखा 
जाता ह,ै और अलग-अलग बच्चों 
द्वारा अलग-अलग पट्टियों को 
मापा जाता ह।ै गणितीय तौर पर, 
शिक्षार्थी प्रत्यक्ष अनुपात सीखेंगे 
जिसमें मापने वाली पट्टियों की 
संख्या जितनी ज्यादा होगी, मापी 
गई पट्टी भी उतनी ही लंबी होगी। 

यह गतिविधि प्रत्यक्ष अनुपात का दर्शाने के लिए ह।ै शिक्षार्थी मापेंगे और यह पता 
लगाएंगे कि अगर मापी जाने वाली पट्टी बड़ी हो तो समान आकार की इकाई से मापते 
वक्त ज्यादा इकाइयों की जरूरत पड़ती ह,ै और अगर मापी जाने वाली पट्टी छोटी हो तो 
समान आकार की इकाइयों की कम जरूरत पड़ती ह।ै मापी जाने वाली पट्टी की लंबाई 
इकाई की पट्टि‍यों की संख्या के बदलने के साथ बदलती रहती ह ैऔर इससे हमें प्रत्यक्ष 
अनुपात को समझाने का मौका मिलता ह।ै

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

1.	 प्रत्यक्ष तथा अप्रत्यक्ष या व्युत्क्रमानुपात के हालातों को समझते वक्त शिक्षार्थि यों के सामने आई चुनौतियों बताइए।.

2.	 प्रत्यक्ष तथा अप्रत्यक्ष या व्युत्क्रमानुपात के हालातों में क्या समान रहता ह ैऔर क्या बदलता ह,ै समझाइए।.

3.	 ऐसे हालात का डिजाइन कीजिए जिसमें शामिल मात्राएं प्रत्यक्ष आनुपातिक हों और दूसर ेपरिस्थिति में मात्राएं व्युत्क्रमानुपात 
हों। 

4. सभी गतिविधियों के हो जाने के बाद नीचे दिए गए बिदुओ ंपर पुनर्चिं तन करिए। 
•	 इस पाठ पर काम करते वक्त शिक्षार्थि यों ने जिन चुनौतियों का सामना किया हो, उनमें से तीन की सूची बनाइए। 
•	 उन तीन कार्यनीतियों (सही या गलत) की सूची बनाइए जिनकी आपको शिक्षार्थि यों से बिल्कु ल उम्मीद नहीं थी।
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इकाई 3: अनुपात तथा समानुपात 

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)
शिक्षार्थी एक बार फिर से, पैमानीकरण, खींचने के विचारों पर स्थानिक मोड में काम करना जारी रखेंगे। वे अपनी अनुभव आधारित 
समझ को संख्यात्मक प्रस्तुतीकरण में हस्तांतरित करना सीखेंगे। यह आयतन पर आधारित एक डिजिटल गतिविधि ह।ै शिक्षार्थी 
मात्राओ ंको या तो आनुपातिक तौर पर बराबर या असमान बनाने के लिए बर्फ  के टुकड़ों की संख्या को तय करने में जमुनी की मदद 
करेंगे। अलग-अलग आकार के बर्फ  के टुकड़ों का इस्तेमाल करते हुए तथा प्रत्येक गिलास में नीबू पानी के आयतन को प्रतिशत में 
व्यक्त करने जैसे विचारों को इस्तेमाल करते हुए यह गतिविधि शिक्षार्थि यों की समझ के सामने चुनौतियां पेश करगेी। 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	 आयतन के मापन के संदर्भ में आनुपातिकता के विचारों का इस्तेमाल करना। 
•	 अनुपात-समानुपात के प्रस्तुतीकरण को दूसरी अवधारणाओ ंजैसे, बर्फ  के घनाभाकार टुकड़ों के आयतन, प्रतिशत आदि 

के साथ जोड़ना। 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं।  हम अध्यापकों को इन कामों के इर्द गिर्द चर्चा को केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
ट्रेजेक्टरीज) को समझने के लिए लिए सुराग उपलब्ध करवाते हैं।

काम और गणितीय 
प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और उनके सीखने में मददगार संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: इस गतिविधि 
का उद्देश्य शिक्षार्थि यों 
को इस बात से परिचित 
करवाना ह ैकि जब एक 
गिलास नीबू पानी में बर्फ  
मिलाया जाता ह ैतो क्या 
होता ह,ै खास तौर पर तब 
क्या होता ह ैजब दो अलग-
अलग आकार के बर्फ  के 
टुकड़े मिलाए जाते हैं।

दो प्रकार के बर्फ  के टुकड़े हैं। एक टुकड़े का आयतन 2 घन सेमी. ह ैऔर दूसर ेटुकड़े का 
आयतन 1 घन  सेमी. ह।ै प्रत्येक समस्या के लिए शिक्षार्थी बर्फ  के टुकड़े चुनेंगे। ऐसा करने के 
लिए उन्हें गिलास में भर ेनीबू पानी के आयतन पर पड़ने वाले असर का पूर्वानुमान लगाना पड़ेगा। 
अगर नीबू पानी गिलास से बाहर निकल गया तो समस्या को दुबारा शुरू किया जाता ह।ै 

इस गतिविधि में शिक्षार्थि यों का अंदाजा महत्त्वपूर्ण होता ह ैक्योंकि इसमें उनकी दृश्यात्मक के 
साथ-साथ आयतन की अवधारणा की अवधारणात्मक समझ को भी गूंथना पड़ता ह।ै बर्फ  के 
टुकड़ों के अलग-अलग आकार भी शिक्षार्थि यों को इस बात का मौका देते हैं कि वे प्रत्यक्ष तथा 
अप्रत्यक्ष बदलावों को देख सकें । 

 
प्रत्यक्ष तथा अप्रत्यक्ष वेरियेशन की समझ बनाने के लिए, शिक्षार्थी सारणी में आए पैटर्न का 
वर्णन करें। चूँकि गिलास का आकार तय ह ैइसलिए उसका आयतन हमेशा बराबर रहगेा। 
इसका मतलब यह ह ैकि बर्फ  के टुकड़ों की संख्या और बर्फ  के टुकड़ों का आकार हमेशा एक 
दूसर ेका व्युत्क्रमानुपात रहगेा। दूसरी तरफ प्रत्येक बर्फ  के टुकड़े का आयतन उसके आकार के 
साथ प्रत्यक्ष अनुपाती रहगेा।

बर्फ  के टुकड़ों का आकार बर्फ  के टुकड़ों की संख्या (n) s x n s/n

2 घन सेमी 3 6 2/3

1 घन सेमी 6 6 1/6

पाठ 3.4: नीबू पानी में बर्फ  के टुकड़े
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गतिविधि-2: यह गतिविधि 
पहले वाले संदर्भ का ही 
इस्तेमाल करती ह ैऔर 
प्रतिशत की अवधारणा 
का इस्तेमाल करके उसका 
विस्‍तार करती ह।ै भरी 
हुई गिलास का आयतन 
प्रतिशत में दिया गया ह।ै 
शिक्षार्थि यों को गिलास के 
बचे आयतन का प्रतिशत 
में पता लगाना ह ैऔर यह 
तय करना ह ैकि बर्फ  के 
कितने टुकड़े डालने हैं। 
गणितीय तौर पर, जब एक 
मात्रा प्रतिशत में और दूसरी 
आयतन में दी गई हो, तो 
यह जटिलता हालातों को 
समान बनाता ह ै।

यहां पर गिलासों का आकार बड़ा ह।ै अमन और जामुनी अभी भी प्‍यासे हैं और इस बार वे नीबू 
पानी के बड़े गिलास खरीदते हैं। पांच मिनट के बाद, जामुनी के गिलास में नीबू पानी 40% तक 
भरा ह ैजबकि अमन के गिलास में नीबू पानी 70% भरा ह।ै सारी बर्फ  पिघल चुकी ह ैक्योंकि 
गर्मी बेतहाशा पड़ रही ह।ै शिक्षार्थि यों को जामुनी की मदद करनी ह ैताकि वह और बर्फ  मिला 
कर गिलास को किनार ेतक भर ले। 

 डिजिटल संसाधन पर काम करने से शिक्षार्थि यों को, बर्फ  के जितने टुकड़े जोड़ने की जरूरत 
होगी, उनकी संख्या मिल जाएगी। हालांकि, इस गतिविधि का महत्त्वपूर्ण हिस्सा, इन संख्याओ ं
के संदर्भ में यह समझना ह ैकि इस संदर्भ में कितने बर्फ  के टुकड़े जोड़े गए हैं। 
चर्चा के आखिर में, शिक्षार्थि यों को यह समझाएं कि सारणी में दी गई मात्राएं प्रत्यक्ष अनुपात 
में ह।ै प्रत्यक्ष अनुपात को समझने के लिए यह समझना महत्त्वपूर्ण होता ह ैकिसी एक मात्रा को 
बढ़ाने से दूसरी मात्रा कैसे बढ़ जाती ह ैऔर वो क्या चीज ह,ै जो स्थिर रहती ह।ै शिक्षार्थि यों को 
जवाब देना चाहिए कि 40% भरी हुई गिलास को किनार ेतक पूरी भरने के लिए उन्हें बर्फ  के 18 
टुकड़ों की जरूरत पड़ेगी, और 70 % भरी हुई गिलास को भरने के लिए उन्हें बर्फ  के 9 टुकड़ों की 
जरूरत पड़ेगी। इस संदर्भ में, गिलास के खाली हिस्सों को भरने के लिए जरूरी बर्फ  के टुकड़ों 
की संख्या, गिलास में पहले से मौजूद नीबू पानी के आयतन के साथ व्युत्क्रमानुपात में होगी। 
इसके साथ ही, अध्यापक शिक्षार्थि यों से नीचे दिए गए सवाल यह जानने के लिए पूछ सकते हैं 
कि उन्होंने संदर्भ सहित गणित को कितना समझा ह ै: 

•	 नीबू पानी के गिलास का आयतन कितना ह ै?
•	 गिलास के आयतन का 40% कितना होगा ?
•	 40% भर ेगिलास को पूरा भरने के लिए बर्फ  के कितने टुकड़ों की जरूरत पड़ी ?
•	 इस जानकारी के आधार पर, क्या आप बर्फ  के प्रत्येक टुकड़े का आयतन निकाल सकते 

हैं ? इसका पता लगाने की प्रक्रिया क्या ह ै?

गतिविधि-3: यहां पर हम 
गणित सीखने के नजरिए से 
एक महत्त्वपूर्ण कदम उठाते 
हैं। हम उसी अवधारणा 
के बार ेमें सवाल पूछते हैं 
लेकिन उसका संदर्भ बदल 
देते हैं। यह जरूरी ह ैकि 
शिक्षार्थी अपने विचारों को 
एक संदर्भ से दूसर ेसंदर्भ में 
ठीक से इस्तेमाल कर पाएं 
ताकि अवधारणा के सार 
को रखेांकित करके सीखा 
जा सके।

किए गए काम तथा काम में लगने वाले घंटों के संदर्भ को आम तौर पर व्युत्क्रमानुपात में काम में 
लिया जाता ह,ै इ‍सके साथ किया गया काम स्थिर होता ह।ै यहां पर एक आकलन का सवाल भी 
ह,ै जिसमें हम यह जांच रह ेहैं कि शिक्षार्थी कितनी कामयाबी के साथ एक संदर्भ में सीखी हुई 
चीज को दूसर ेसंदर्भ में काम ले पाते हैं। 

	

प्रतिशत  गिलास में भरा जाने वाला 
आयतन (v)

मिलाए गए बर्फ  के टुकड़ों की 
संख्या (n) v x n v/n

60 18

30 9

कर्मचारियों की संख्या (w) घंटों की संख्या (H)

12 6

8 9

4

6
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अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन

•	 नीबू पानी तथा बर्फ  के टुकड़ों के संदर्भ में एक इस तरह की समस्या बनाएं जिसमें आप दो अलग-अलग आकारों के बर्फ  के 
टुकड़ों का इस्तेमाल करें, गिलास में भरा हुआ आयतन प्रतिशत में बताएं और उसमें प्रत्यक्ष तथा व्युत्क्रमानुपात को काम में 
लेने का मौका मिले।   

•	 तीन ऐसे संदर्भ बताएं, जिनमें किए गए काम तथा उसके लिए जरूरी घंटों की संख्या के समान हालातों में व्युत्क्रमानुपात 
शामिल हों।  

•	 सभी गतिविधियों के हो जाने के बाद नीचे दिए गए बिदुओ ंपर पुनर्चिं तन करिए।
•	 इस पाठ पर काम करते वक्त शिक्षार्थि यों ने जिन चुनौतियों का सामना किया हो, उनमें से तीन की सूची बनाइए।
•	 उन तीन कार्यनीतियों (सही या गलत) की सूची बनाइए जिनकी आपको शिक्षार्थि यों से बिल्कु ल उम्मीद नहीं थी। ।

•	 शिक्षार्थी द्वारा नीचे दिए गए जवाब का विश्‍लेषण कीजिए। अपने सहकर्मि यों के साथ इस बात पर चर्चा करिए कि इसे हल 
करते वक्त बच्चे  के दिमाग में क्या चल रहा होगा।
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इकाई 4: अनुपात व समानुपात का इस्तेमाल करना

इकाई का अवलोकन (ओवरव्यू)

आनुपातिक तर्क , शिक्षार्थि यों में परिमेय संख्याओ ंतथा उससे जुड़ी गुणात्मक अवधारणाओ ंपर बनी समझ का एक बेहतरीन 
संकेतक ह।ै यह गणित के ज्यादा जटिल अवधारणाओ ंकी बुनियाद रखता ह।ै गुणात्मक चिंतन की प्रक्रियाएं ऐसे हालातों से 
संबंधित होती ह ैजिनमें न्यायपूर्ण साझा करना, पैमानीकरण, सिकुड़ना, नकल करना तथा घात के तौर पर बढ़ाना होता ह।ै इस 
आखिरी इकाई में, हम दूसर ेगणितीय विचारों का परिचय करवाते हैं, जिनमें अनुपात-समानुपात के संदर्भों का इस्तेमाल किया गया 
ह।ै इस पाठ में, शिक्षार्थी सरल रखेीय समीकरण तथा प्रायिकता पर काम करते हैं और इसमें अनुपात तथा समानुपात के बार ेमें 
खुद की बनी समझ का इस्तेमाल करते हैं। 
सरल रखेीय समीकरण तथा प्रायिकता के लिए दो उदाहरण काम में लिए गए हैं – रले की समय सारणी तथा रले का इंतजार करते 
वक्त जामुनी द्वारा खेला जाने वाला एक खेल। रले की समय सारणी वाली गतिविधि में शिक्षार्थी दिए गए समय में तय की गई दूरी 
का वक्र खींचने पर काम करेंगे। इसके बाद वे प्रति घंटा तय की दूरी का अनुपात निकालेंगे। बाल्टी-गेंद वाले खेल में, शिक्षार्थी बाल्टी 
से निकाली जाने वाली गेंद के लाल या पीली होने की प्रायिकता का पता लगाएंगे। दूसर ेपाठ में, शिक्षार्थी अनुपात के अंकगणि‍त 
पर काम करेंगे। वे मिश्र अनुपात निकालेंगे, खाना बनाने के तरीकों वाली समस्या पर उसे लागू करेंगे तथा असली जिदगी के संदर्भों में 
उसका अभ्यास करेंगे। मिश्र अनुपात में इस तर्क  को समझने की जरूरत पड़ती ह ैकि एक दूसर ेके साथ प्रत्यक्ष अनुपाती दो मात्राओ ं
को जब ऐसी किन्हीं दो मात्राओ ंसे गुणा किया जाता ह,ै जो कि खुद भी आपस में प्रत्यक्ष अनुपाती हैं, तो गुणनफल में हासिल होने 
वाली मात्राएं भी आपस में प्रत्यक्ष अनुपाती होती ह।ै 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	 रखेीय समीकरण को ग्राफ पर दर्शाने में आनुपातिक तर्क  की अपनी समझ का इस्तेमाल करना। 
•	 प्रायिकता वाले हालातों में आनुपातिक तर्क  की अपनी समझ को इस्तेमाल करना।
•	 गणित दूसरी अवधारणाओ ंके साथ अनुपात-समानुपात की अवधारणाओ ंका इस्तेमाल करना।

पाठ का विवरण 

No पाठ का नाम पाठ का प्रकार पाठ का वर्णन
4.1 सरल रखेीय 

समीकरण तथा 
प्रायिकता में 
समानुपात

कार्य-पत्रक इस आखि‍री इकाई में, हम आपको उन गणितीय विचारों से परिचित 
करवाएंगे जिनमें अनुपात-समानुपात के संदर्भों का इस्तेमाल किया जाता 
ह।ै इस पाठ में शिक्षार्थी सरल रखेीय समीकरणों तथा प्रायिकता पर काम 
करेंगे, और उस दौरान अनुपात-समानुपात पर बनी खुद की समझ का 
इस्तेमाल करेंगे।

4.2 मिश्र अनुपात तथा 
समानुपात

कार्य-पत्रक इस दूसर ेपाठ में, शिक्षार्थी अनुपातों के अंकगणित पर काम करेंगे। पहले 
वे मिश्र अनुपात निकालेंगे, फिर खाना बनाने के तरीकों की समस्या पर उसे 
लागू करेंगे और असली जिदगी के संदर्भों में उसका अभ्यास करेंगे। 
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इकाई 4: अनुपात तथा समानुपात को इस्तेमाल करना 

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)
सरल रखेीय समीकरण तथा प्रायिकता को समझाने के लिए दो उदाहरण काम में लिए गए हैं। पहला, रले की समय सारणी तथा 
दूसरा रले का इंतजार करते वक्त जामुनी द्वारा खेला जाने वाला खेल। समय सारणी वाली गतिविधि में शिक्षार्थी दिए गए समय के 
दौरान तय की गई दूरी का वक्र बनाएंगे। इसके बाद वे प्रति घंटा में तय की गई दूरी का अनुपात निकालेंगे। जामुनी के बाल्टी-गेंद 
वाले खेल में शिक्षार्थी बाल्टी से निकाली जाने वाली गेंद के लाल या पीली होने की संभावना की गणना करेंगे। 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं।  हम अध्यापकों को इन कामों के इर्द गिर्द चर्चा को केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
ट्रेजेक्टरीज) को समझने के लिए लिए सुराग उपलब्ध करवाते हैं।

पाठ 4.1: सरल रखेीय समीकरण तथा प्रायिकता में अनुपातों का इस्तेमाल 
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काम और गणितीय 
प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और उनके सीखने में मददगार संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: यह गतिविधि 
में रखेीय समीकरण बनाने 
के लिए रले की समय 
सारणी को काम में लिया 
गया ह,ै इस संदर्भ से भी 
शिक्षार्थी बखूबी परिचित 
होते हैं। शिक्षार्थी रखेा 
खींच कर मात्रा में आए 
बदलाव समझते हैं।

इसमें शिक्षार्थि यों के सामने नीचे दिए हालात रखे जाते हैं और उन्हें स्टेशन A से तय की गई दूरी 
को x-अक्ष पर तथा उस दूरी को तय करने में लिए गए समय को y-अक्ष पर लेकर एक वक्र बनाने 
के लिए कहा जाता ह।ै 

	    	   
				  
				  
				  
				  
			 

एक बार शिक्षार्थी अपने ग्राफ में इन बिदुओ ंको लगा दें, उनसे कहें कि इन पर A, B, C, D, और E 
लिख दें। शिक्षार्थि यों को यहां पर अलग-अलग चुनौतियों का सामना करना पड़ सकता ह।ै सबसे 
पहले तो, इस सारणी में स्टेशन A से संचयी दूरी दी गई ह।ै शिक्षार्थि यों को सभी दो पास-पास के 
स्टेशनों के बीच की दूरी की गणना करनी पड़ेगी। एक बार यह कर लेने के बाद उन्हें ग्राफ बनाना 
पड़ेगा। समय का पता लगाना एक सीध-सादा काम ह ैलेकिन इससे यह पता चल सकता ह ैकि 
शिक्षार्थी समय को घटाने के बार ेमें क्या सोचते हैं। कृपया उनके विचारों पर ध्यान दें। एक बार 
जब ग्राफ बन जाए तो शिक्षार्थि यों से कहें कि वे नीचे दी गई सारणी भरें।

 			 
			 
			 
			 
	

		

अगर आपको यह सारणी फायदेमंद लगती ह ैतो आप शिक्षार्थि यों से इस सारणी को बनाने के 
बाद ग्राफ बनाने के लिए कह सकते हैं। कक्षा में चर्चा को आगे बढ़ाने के लिए कई सुरागों का 
इस्तेमाल किया जा सकता ह।ै उदाहरण के लिए हम यहां पर कुछ सवाल दे रह ेहैं।

•	 ग्राफ का आकार कैसा ह ै?
•	 कौनसे दो शहर आपस में सबसे ज्यादा दूर हैं ?
•	 अपनी बनाई सारणी में क्या आपको कोई पैटर्न नजर आया ? 
•	 स्तम्भ x/y में दर्शाई गई मात्राओ ंको आप क्या कहेंगे ?

रले क्रमांक 
99991

स्टेशन का 
नाम

आने का 
समय

जाने का 
समय स्टेशन A से दूरी(किमी. में)

A 10:00 0

B 14:30 15:00 225

C 16:30 16:40 300

D 18:40 19:00 400

E 21:00 500

स्टेशन तय की गई दूरी (x) लिया गया समय (y) x/y

A to B

B to C

C to D

D to E
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गतिविधि-2: इस 
गतिविधि में, शिक्षार्थी 
प्रायिकता के विचार पर 
काम करेंगे तथा अनुपात 
की संकेत-पद्धति का 
इस्तेमाल करेंगे। जामुनी 
द्वारा बाल्टी में रखी 
लाल व काली गेंदों के 
साथ खेले गए खेल को, 
प्रायिकता के विचारों से 
बच्चों को परिचित करवाने 
के लिए, हकीकत में 
अपनी कक्षा में खेल सकते 
हैं।

शिक्षार्थि यों को नीचे दिए गए हालात समझाने हैं। 
 
रलेवे स्टेशन पर,  एक स्टॉल पर जामुनी को तीन बाल्टियां मिली । 
बाल्टी A  में 2 लाल गेंदे और 4 पीली गेंदें थी। बाल्टी B  में 4 लाल गेंदे और 4 पीली गेंदें थी। 
बाल्टी  C  में 7  लाल गेंदें और 14 पीली गेंदें थी। जमुनी और उसके दोस्तों ने नीचे दिए गए रोचक 
सवाल पूछे। 

अमन ने जामुनी से पूछा : ‘अगर तुम हर एक बाल्टी में से एक गेंद निकालो तो इस बात की क्या 
संभावना ह ैकि वह गेंद लाल होगी ? 

इस वक्त,  इस समस्या का सामना दो तरीकों से किया जा सकता ह।ै शिक्षक असल में ऐसी 
बाल्टी बना या ला सकता ह ैऔर शिक्षार्थि यों से कह सकता ह ैकि वे करके देखें कि क्या होता ह।ै 
बेशक, कम संख्या में किए गए प्रयत्‍नों से प्रायिकता गणितीय तौर पर गणना करके निकाली गई 
संख्या के बराबर नहीं होगी। अध्यापक इस मौके का इस्तेमाल इस चीज पर बातचीत करने के 
लिए कर सकते हैं कि वास्तविकता में प्रायिकता क्या होती ह।ै यह देखने के लिए कितने प्रयत्‍न 
करने की जरूरत पड़ेगी कि बाल्टी A में से लाल गेंद को निकालने की प्रायिकता असल में 1/2 ह।ै 

		   	  
	   		
	   		
	   		

जब शिक्षार्थी इस सारणी को भर दें तब उनके नीचे दिए गए सवाल पूछें। 
•	 क्या आपको सारणी के आखिरी स्तम्भ में कोई पैटर्न नजर आता ह ै? 
•	 क्या आप समझा सकते हैं कि आपको यह पैटर्न नजर क्यों आया ? 
•	 सारणी के आखिरी स्तम्भ में दी गई राशियां पूरी सारणी में समान रहती ह,ै जबकि प्रत्येक 

बाल्टी में गेंदों का संख्या अलग-अलग ह ै?

लाल गेंदें पीली गेंदें लाल गेंद को निकालने की प्रायिकता

बाल्टी A 2 4

बाल्टी B 4 8

बाल्टी C 7 14

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन
•	 सरल रखेीय समीकरण तथा प्रायिकता की अवधारणा को अपने शब्दों में समझाइए। इन अवधारणाओें में किस जगह पर 

अनुपात तथा समानुपात के विचारों को इस्तेमाल किया जा सकता ह ै? 
•	 क्या अनुपात तथा समानुपात को दर्शाने के लिए दूसर ेकिन्हीं गाणितीय विचारों का इस्तेमाल किया जा सकता ह ै? उन 

विचारों को विस्तार से समझाएं। 
•	 सभी गतिविधियों के हो जाने के बाद नीचे दिए गए बिदुओ ंपर पुनर्चिं तन करिए।

•	 इस पाठ पर काम करते वक्त शिक्षार्थि यों ने जिन चुनौतियों का सामना किया हो, उनमें से तीन की सूची बनाइए।
•	 उन तीन कार्यनीतियों (सही या गलत) की सूची बनाइए जिनकी आपको शिक्षार्थि यों से बिल्कु ल उम्मीद नहीं थी।
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इकाई 4: अनुपात तथा समानुपात को इस्तेमाल करना 

पाठ का अवलोकन (ओवरव्यू)
जामुनी द्वारा खेले गए बाल्टी-गेंद वाले खेल में, शिक्षार्थी बाल्टी में से निकाली गई एक लाल या एक पीली गेंद की प्रायिकता 
लिखेंगे। दूसर ेपाठ में, शि‍क्षार्थी अनुपात के अंकगणित पर काम करते हैं। वे मिश्र अनुपात पाते हैं, अनुपातों को खाना बनाने के 
तरीकों पर लागू करते हैं और असली जिदगी के संदर्भों वाली समस्याओ ंपर काम करते हैं। मिश्र अनुपात के लिए इस बात की 
तार्कि क समझ जरूरी होती ह ैकि ऐसी दो मात्राएं आपस में समानुपाती होती ह,ै जब उन्हें दूसरी दो मात्राओ ंसे गुणा किया जता ह ै
जो कि पहले ही एक दूसर ेके साथ समानुपाती होती ह,ै उसके बाद भी वे आपस में समानुपाती ही रहती ह।ै 

सीखने के उद्देश्य
इसमें शिक्षार्थी सीखेंगे, 

•	 आनुपातिक तर्क  की अपनी समझ को प्रायिकता वाले हालातों में इस्तेमाल कर पाना। 
•	 मिश्र अनुपात तथा समानुपात को समझाना तथा इस्तेमाल करना। 
•	 अनुपात-समानुपात की अवधारणाओ ंको गणित के दूसर ेविचारों से जोड़ पाना।. 

गणितीय विचारों पर चर्चा
इस हिस्सें में हम पाठ से कुछ उदाहरण लेकर उन पर चर्चा करते हैं तथा उन उदाहरणों से जुड़़े शिक्षार्थि यों के विचारों पर बातचीत 
करते हैं।  हम अध्यापकों को इन कामों के इर्द गिर्द चर्चा को केन्द्रित रखने के साथ-साथ ही पाठ के गणितीय प्रक्षेपपथ (यानी 
ट्रेजेक्टरीज) को समझने के लिए लिए सुराग उपलब्ध करवाते हैं।

काम और गणितीय प्रासंगिकता शिक्षार थ्ि यों के विचार तथा और उनके सीखने में मददगार संभावित कार्यनीतियां

गतिविधि-1: आखिरी इकाई के इस 
आखिरी पाठ में, शिक्षार्थी असली 
जिदगी की ऐसी समस्याओ ंपर काम 
करेंगे जिनमें अनुपात-समानुपात तथा 
मिश्र अनुपात शामिल होते हैं। उनमें 
किए गए काम तथा उसमें लगाए गए 
समय के संदर्भ का इस्तेमाल किया गया 
ह।ै

शिक्षार्थी ऐसे हालातों पर काम करेंगे जिनमें किया गया काम भी बदलता ह ैऔर 
उसमें लगाया गया समय भी बदलता ह।ै 

जामुनी और उसके दोस्त मेले से लौट कर घर आ गए। जब जामुनी अपने 
अभिभावकों के काम की जगह पर जाती ह ैतो वह देखती ह ैकि मजदूरों की एक 
टोली 400 मीटर लंबी दीवार 12 दिन में बनाती ह ैऔर उसे बनाने के लिए हर रोज 8 
घंटे काम करती ह।ै अगर वही मजदूर रोज 9 घंटे काम करते हैं तो 600 मीटर लंबी 
एक दीवार बनाने में उन्हें कितना वक्त लगेगा ? 

यहां पर छात्रों से उम्मीद ह ैकि वे किए गए काम और उसमें लगाए गए समय के बीच 
के अनुपात को समझें और उस अनुपात का इस्तेमाल काम में लगने वाले दिनों की 
संख्या का पता लगाने के लिए करें जो कि 600 मीटर लंबी दीवार बनाने में लगेंगे। 

अनुपात पर काम जारी रखते हुए शिक्षार्थी नीचे दिए हुए काम करें।

जामुनी की मां बैंक में 4500 रुपए जमा करवाती ह ैऔर उसे 2 साल बाद उस रकम 
पर 307 रुपए ब्याज के मिलते हैं। अगर वह 6000 जमा करवाती तो 5 साल के बाद 
उसको कितना ब्याज मिलता ? 

इस में शिक्षार्थि यों को पहले ब्याज की दर का पता लगाना ह ैजो कि जमा कराई गई 
रकम तथा बरसों की संख्या के बीच में पाए जाने वाले अनुपात से निकाली जाएगी 
और उसके बाद उस अनुपात का इस्तेमाल 6000 रुपए पर ब्याज का पता लगाने में 
करना ह।ै

अध्यापक यहां पर इस बात पर चर्चा कर सकता ह ैकि किस तरह से ब्याज की दर 
भी एक अनुपात ह ैऔर इस रूप में शिक्षार्थी कौन से दूसर ेअनुपातों को देख सकते हैं 

पाठ 4.2: मिश्र अनुपात तथा समानुपात
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गतिविधि-2: यह गतिविधि एक दूसर े
परिचित हालात का इस्तेमाल करती ह ै
और शिक्षार्थि यों को इस बात का मौका 
देती ह ैकि वे अनुपात तथा समानुपात 
संबंधी अपने ज्ञान का अभ्यास कर 
पाएं। 

एक दिन शाम के वक्त, जामुनी, अमन, 
लीना और साहिर एक चाय की दुकान 
पर बैठे हैं। दुकानदार द्वारा चाय बनाने 
में इस्तेमाल किया गया नुस्खा नीचे 
दिया गया ह।ै 

•	 चाय पत्ती - 2 चम्मच
•	 शक्कर - 4 चम्मच
•	 चीनी - 12 चम्मच
•	 पानी - 20 चम्मच

आधे घंटे बाद जामुनी के अभिभावक 
भी उनके साथ आकर बैठ जाते हैं और 
सभी मिलकर तय करते हैं कि वे एक 
एक कप चाय का पीएंगे। आपको यह 
पता लगाना ह ैकि 6 लोगों के लिए चाय 
बनाने के लिए हर एक चीज़ की कितनी 
मात्रा की जरूरत पड़ेगी अगर चाय का 
स्वाद वैसा रह,े जैसा कि पहले बनाई 
गई चाय का था। 

•	 चाय पत्ती - _________ चम्मच
•	 शक्‍कर - _________ चम्मच
•	 चीनी - _________ चम्मच
•	 पानी - __________ चम्मच

शिक्षार्थि यों के सामने प्रस्तुत किए गए हालातों में चाय बनाने का तरीका शामिल ह ै
और उसे पैमाने की मदद से बढ़ा 6 व्यक्तियों के लिए इस्तेमाल करना ह।ै यह एक 
परिचित गतिविधि ह ैऔर शिक्षार्थी अपने जवाबों तक कैसे पहुंचे, इसे ठीक से जानने 
के लिए अध्यापकों को उनसे सवाल जरूर पूछने चाहिए। 

छह व्यक्तियों के लिए चाय बनाने के लिए जितने सामान की जरूरत पड़ेगी उसे 
नीचे दी गई सूची में भरिए। चाय का स्‍वाद एकदम वैसा ही होना चाहिए जैसा पहले 
बनाई चाय का था। 

•	 चाय पत्ती - _________ चम्मच
•	 शक्कर - _________ चम्मच
•	 चीनी - _________ चम्मच
•	 पानी - __________ चम्मच

इन सवालों का जवाब पाने के लिए शिक्षार्थि यों को आंतरिक तथा बाहरी अनुपातों 
को काम में लेना चाहिए।

अध्यापक का पुनर्चिं तन तथा अवलोकन
•	 आप क्या सोचते हैं कि आपके शिक्षार्थि यों ने इस माँड्यूल पर काम करने के दौरान क्या सीखा होगा।  
•	 रोजमर्रा की जिदगी के संदर्भों में प्रतिशत का इस्तेमाल करते हुए अनुपात-समानुपात की एक समस्या बनाइए। अनुपात के 

विचारों को इस समस्या में कैसे काम लिया गया ह,ै इसे समझाइए। 
•	 ज्यामिति का एक सवाल बनाइए जिसमें अनुपात तथा समानुपात की समझ का इस्तेमाल किया गया हो। इस समस्या को 

बनाते वक्त अपने सोचने की प्रक्रिया के बार ेमें लिखिए। 
•	 अपने सहकर्मि यों से कहिए कि वे आपके बनाए सवालों को हल करें।

नोट: प्रत्येक यूनिट के अंत में एक मूल्यांकन सबक ह।ै
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